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Resum

Paraules clau: grup lliure, grup lliure abelia, problema de decisid, automorfisme

MSC2000: 20E05, 20K01

En aquest treball s’estudia els grups Fj, x Z™ i alguns problemes de decisié al-
gorismica sobre ells. Aquesta familia es presenta com un generalitzaci6 per a la qual
s’estenen de forma consistent certes nocions i caracteristiques propies dels grups lliu-
res i lliure-abelians. Aixi, per exemple, veiem que és tancada per subgrups i admet
versions lliure-abelianes de conceptes com ara rang i base que concorden i estenen
les nocions homonimes estandard. Similarment, donem expressions senzilles per als
endomorfismes de F,, x Z™ en funcié d’'un endomorfisme de F),, un altre de Z™ i
un terme creuat que controla com s’entrellacen les parts lliure i lliure-abeliana. A
més, caracteritzem la injectivitat i exhaustivitat dels nostres endomorfismes només
en termes dels dos primers; i obtenim, per als automorfismes i la seva composicio,
una forma particularment simple.

A la part algorismica, considerem certs problemes de decisié sobre F;,, x Z™ que
usant els resultats de la primera part, reduim als problemes homonims sobre el
grup lliure juntament amb un problema abelia més o menys sofisticat. Sota aquest
patré resolem a Fy, x Z™: el membership problem, 1'isomorphism problem, el pro-
blema de I'index finit, el problema de Howson, el problema dels punts fixos per un
automorfisme, el twisted conjugacy problem i el primer problema de Whitehead.



Abstract

Keywords: free froup, free abelian group, decision problem, automorphism

MSC2000: 20E05, 20K01

In this paper we study the group F;, x Z™ and some decision problems on it. This
family is presented as a generalization for which some notions and characteristic
of free and free abelian groups consistently extend. For example, we see that it is
closed by taking subgroups and supports free by free-abelian versions of concepts
such as rank or basis. Similarly, we give expressions for the endomorphisms of
F,xZ™ in terms of an endomorphism of Fj,, another of Z™ and a mixed term which
controls how the abelian and free abelian parts interact. We also characterize the
injectivity and exhaustivity of our endos in terms only of the first two; obtaining
for the automorphisms and their composition a particularly simple form.

In the algorithmic part, we consider some decision problems over F,, x Z™ which,
by using the results of the first part, we reduce to the homonymous problems on
the free group plus a more or less sophisticated abelian one. Under this pattern
we solve over F, x Z™: the membership problem, the isomorphism problem, the
finite index problem, the Howson problem, the fixed points problem, the twisted
conjugacy problem, and the first Whitehead problem.



NOTACIO i

Notacio

En el present treball N designa el conjunt dels nombres naturals (sencers
no negatius) mentre que Z i Q designen respectivament els conjunts dels
nombres sencers i racionals. En tots tres casos entendrem, si s’escau, que
també designen 'estructura subjacent.

Sobreentendrem que el signe oo es refereix només al cardinal numerable i
abreujarem N=Nu {o0}; per suposat considerarem n < oo, per a tot n € N.
Usarem el llenguatge habitual d’intervals per a representar els segments a
N, per exemple [p,q) = {n ¢ N | p < n < q}; en particular, N = [0,00) i
N-= [0, 00].

Per a tot grup G i tot parell de subconjunts A, B € GG, designarem [A, B]
el conjunt de commutadors d’elements de A amb elements de B (i no el
subgrup generat per ells). Si H és un subgrup de G, es designara H\G i
G/H els conjunts de classes laterals (Hg) per la dreta i (¢H) per l'esquerra,
respectivament.

El grup lliure de rang n (on n € N) es designara F), i els seus elements
mitjancant lletres minuscules, habitualment llatines del final de 1'alfabet
“u,v,w,...” si sé6n paraules en termes dels generadors originals, i gregues
amb grafies similars a les anteriors “v,w,...”, si son paraules en algun al-
tre sistema de generadors. Quan vulguem fer explicit sobre quin conjunt
de simbols s’esta considerant una paraula, 1’especificarem entre parentesi a
continuacié del nom; per exemple amb w(x1, ..., z;,) indiquem que w és una
paraula en {z1,...,x,}*. Escriurem |w| la longitud de w, i |w|;, (o simple-
ment |w|; si el conjunt de generadors és conegut) el nombre net d’aparicions
del simbol z; a la paraula w = w(z1,...,zy).

Els morfismes de Fj, els representarem mitjangant lletres gregues mintscules
“¢,1,0,...7, 1, per a les aplicacions en general, usarem el conveni de repre-
sentar-les actuant per la dreta; aixi doncs escriurem (w)¢ (o simplement
we¢) la imatge de w per Paplicacié ¢.

Els elements de Z™ es representaran amb lletres miniscules en negreta
“a,b,...,u,v,...”, amb el conveni que les versions en negreta de les lletres
que designin paraules lliures representen les respectives abelianitzacions; és
a dir, si u € F},, aleshores u = u® = (|ul,...,|ul,) € Z". En el cas de tenir
una familia indexada de vectors, escriurem els subindexs també en negreta,
per a poder diferenciar 1’i-essim vector u;, de la i-éssima component del
vector u, u;.

Similarment, representarem les matrius mitjancant lletres llatines majuscules
en negreta “A,P,Q,...”, i donat que usem el conveni general de fer actuar
les aplicacions per la dreta, entendrem per defecte els vectors a € Z™ com
a matrius fila. Donada una matriu A, les seves fila i-eéssima i col.lumna
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j-essima les designarem respectivament A;, i A,j. La matriu identitat de
rang m la designarem I,.

Per als elements del grup G = F,, x Z™ = (X |) x (T | [T,T]), tindrem
una forma normal del tipus ¢J* - t& u, on a = (a1,...,am) € Z™ i u € F,.
Usarem la notaci6 t® per abreujar ¢{* --- t& i donar als elements de F, x Z™
I’aspecte més compacte t2 u.

Anomenarem 7 i T a les projeccions ‘lliure’ i ‘lliure-abeliana’ de G = F;, x Z™,
concretament
m G — (X)gz2F, . G —Z"=(T)g
a 1 a
tu — u tu — a

Notem I’abis de llenguatge en el nom de les aplicacions anteriors, similar
al comes referint-nos (com farem sovint) als subgrups (X)g i (T)¢ com la
part liure i la part lliure-abeliana de G respectivament — tot i que podem
trobar a G moltes altres ‘parts’ (subgrups) lliures del mateix rang que (X )
i ‘parts’ (subgrups) lliure-abelians de rang fins i tot superior al de (T')g-.
En la mateixa linia, de vegades ens referirem informalment a v com la part
lliure, 1 a a com la part lliure-abeliana, de 'element t* u € F,, x Z™.

Pel que fa als morfismes de F), x Z™, els representarem mitjancant lletres
gregues majuscules “¥,0,...” i els considerarem, com sempre, actuant per
la dreta.
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Part 1

Grups lliure per lliure-abelia






Capitol 1
Estructura

1. Generalitats

Siguin X ={x;|iel}iT ={t;|jeJ} conjunts disjunts (de simbols) amb
cardinal numerable o finit i considerem el grup G donat per la presentacid
(X,T|[XuT,T]),on[A, B]designa el conjunt de commutadors d’elements
de A amb elements de B. Anomenant F'i Z als subgrups generats (a G) per
X i T respectivament, és clar que F' és lliure amb base X, Z lliure-abelia
amb base T, i G el seu producte directe; és a dir

(1) G=FxZ=(X,T|[XuT,T]).

DEFINICIO 1.1. Direm que un grup és lliure per lliure-abelia si és isomorf a
algun dels donats per les presentacions del tipus (1).

Observem que les relacions a (1) no fan més que establir la commutativitat
dels generadors t; amb els x; i entre ells. Podem, per tant, donada una
paraula en els generadors, redistribuir ordenadament les tj’s a lesquerra
obtenint per a cada element de F' x Z un representant de la forma tw.

Es clar que ’abelianitzat d’aquests grups, obtingut sense més que incorporar
els commutadors [ X, X] a la llista de relators tindra presentaci6

G™=(X,T|[XuT,XuT])
i és, per tant, lliure-abelia amb base X uT.

En particular, si els cardinals n = |X| i m = |T| sén finits, expressié (1) es
pot escriure, més explicitament,

t;lxitk =x; i1€[l,n], ke[l,m]

m _
(2) FRXZ =\Z1,..,Tny b1, lm t;ltjtk Zt] j,k’E [1>m] )

el seu abelianitzat sera Z"™"™, i tenim per als seus elements la forma normal
establerta a continuaci6.
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LEMA 1.1. El conjunt de paraules de la forma

ti e tymu amb a=(ai,...,am) €Z™ tue Fy,
que escrivint t{* - t&m = t* podem abreujar
(3) t*u, amb aeZ™ iucel,,

constitueizen una forma normal dels elements de F,, x Z"™. O

DEMOSTRACIO. Com ja hem dit, la commutativitat dels t; amb els z; i
entre ells permet agrupar ordenadament les tj’s a l’esquerra obtenint per
a qualsevol paraula en els generadors una expressié de la forma (3). La
unicitat és conseqiiencia immediata de tractar-se d’un producte directe de
paraules en X per paraules en T, per a cadascuna de les quals usem les
formes normals estandard. ]

7)
Com és evident, t; = t% amb §; = (0,...,1,...,0). Resumim en el lema
segiient les propietats elementals de les formes normals amb la nova notacié.

LEMA 1.2. Siguin u,v,u; € F, ia,b,a; € Z™ ambl € L conjunt finit d’indexs,
aleshores

(a) (t2 u)(tP v) = t2*P wo,
(b) TT(t™ w) = t21 [T, u,
(c) (£ w)? =tP2 uP. i

Tot i que 'objecte inicial d’estudi en el que segueix sén els grups lliure per
lliure-abelia finitament generats (donats per presentacions del tipus (2)),
apareixeran de forma natural grups lliure per lliure-abelia més generals (de
rang lliure numerable) com a subgrups seus. Degut a aix0, sovint convindra
considerar també dintre del nostre ambit els grups del tipus F;, x Z™ amb
n = oo. Molts dels resultats inicials (no algorismics) sobre subgrups sén
valids practicament sense modificacions amb aquesta extensid, que consti-
tueix potser I’ambient més natural sobre el qual establir-los. Per exemple,
tant les presentacions (2) com els lemes anteriors referents a ’existencia i
comportament de formes normals s’escriuen de manera gairebé identica en
el cas n = co. Designarem G la familia formada pels grups lliure per lliure-
abelia finitament generats i G la superfamilia que inclou factors lliures de
rang numerable, és a dir

G={F,xZ"|n,meN}i
G={F,xZ"|neN,meN}.

on hem usat N per a designar Nu{co}. En ocasions, quan un enunciat sigui
independent de si n inclou o no el cas infinit (és a dir, de si estem a G 0a
G), per a evitar haver de duplicar-lo, les condicions que hagi de complir n es
donaran genericament (n es sobreentendra dintre de 'interval corresponent
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en cadascun dels dos casos). Interpretant la presentacié (2) i els lemes 1.1
i 1.2 amb aquest conveni obtenim les seves versions ampliades amb el cas
n = oo.

En la segiient observacié es mostra una duplicitat natural en la descripcié de
les families anteriors que comporta l'aparicié d’un cas degenerat no trivial
(amb n,m # 0) que precisara de la nostra atencio.

OBSERVACIO 1. Notem que per a n =1 és
(4) Fyx 2™ 2 72" = Fy x 7z

obtenint dues representacions diferents del tipus F;, x Z'™ per a la mateixa
classe d’isomorfia i per tant certa redundancia en la descripcié d’aquests
grups; veurem més endavant (proposicié 2.6) que aquestes sén les iniques
redundancies entre els grups Fj, x Z™. Aixi doncs, des d’'un punt de vis-
ta estrictament algebraic el cas n = 1 no és essencialment diferent del cas
degenerat n = 0 i podrem considerar-lo també com a tal, fusionant els dos
casos quan sigui convenient per a simplificar la casuistica. Una forma de
fer-ho és excloure els casos amb n = 1 de les families G i 5 . No obstant aixo,
subgrups amb ‘aspecte’ F} x zm emergiran de forma natural tot i I’exclusié,
i obligaran a un seguiment especial en certs punts de 1'analisi que segueix.

LEMA 1.3. F,, xZ™ és abelia (i lliure-abelia) si i només sin=0,1.

DEMOSTRACIO. La implicacié cap a I’esquerra és evident en vista de ’obser-
vacié anterior. Per a l’altra només cal recordar que F), (i per tant F,, x Z")
no és abelia si n > 2. a

2. Subgrups

Es immediat comprovar que tot producte directe de subgrups respectius dels
factors d’un producte directe n’és subgrup. En el nostre cas aquest fet ens
proporciona, quan n # 0,1, subgrups de F;, x Z™ de la forma F,s x Z™ amb
n' € [0,00] i m' € [0,m]. Veurem a continuacié que tots els subgrups de
F,, xZ™ s6n isomorfs a algun d’aquests i per tant la familia anterior descriu
(no univocament) les classes d’isomorfia dels subgrups de F,, x Z™, amb les
excepcions al.ludides.

Potser convé notar, en aquest punt, que no tots els subgrups de F,, x Z™ sén
producte directe de subgrups dels factors i per tant ’enunciat que segueix
no és trivial.

EXEMPLE 1. Considerem a Fy x Z = (a,b |) x (¢ |) el subgrup generat per
Pelement ta. Es clar que (ta) = {t"a"™ | n € Z} té intersecci6 trivial amb

(a,b|)i(t]|)1iper tant no és producte directe de subgrups respectius dels
factors F),, i Z™.
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ProrosiciO 2.1. La famz’lia~§ és tancada per subgrups. Concretament, si
H és subgrup de F,, x Z™ € G, aleshores existeizen n' € [0,00] i m' € [0,m]
tals que H = F,r x 7.

DEMOSTRACIO. Si n = 0,1, aleshores F,, x Z™ és lliure-abelia, tots els seus
subgrups son lliure-abelians de rang no superior al de I’ambient i el resultat
es segueix de forma immediata.

Per n > 2 considerem en primer lloc la segiient successié exacta curta natural
associada al producte directe F;, x Z™

1—7Z" S F, xZ" - F,—1

on ¢ és la inclusid, 7 la projeccié t®u — wu i per tant ker(w) = Z™ = im(4).
Sigui ara 7y la restriccié de m a H subgrup de F,, x Z™

7I"H

H — Hr.

Es clar que ker(mg) = Hnker(m) = HNZ™, i que Hr < F), i en conseqiiencia
Hr és lliure de rang n’ € [0,00]. Sigui {y,}, una base (que pot ser buida)
de Hr i considerem Vv, un element de H (que anomenarem %,) amb part
lliure igual a g, (és a dir triem, per a tot v, un g, € (W‘H)_l(yl,)). Aleshores

Iaplicaci6 y, —> 7, 6s ben definida entre {y,}, i H, i en ser {y,}, base de
H, estén de forma tinica a un morfisme

(5) H< Hr

per al qual es comprova trivialment que amy = idpg, 1 per tant és injectiu.
Obtenim aixi un subgrup Hma < H isomorf a Hr i per tant lliure de rang
n' € [0,00]. D’altra banda, com ja hem comentat, ker(my) = HnZ™ és

subgrup de Z™ i per tant isomorf a Z™ amb m/ € [0,m].

En definitiva, tenim a H els subgrups Hma lliure de rang n' € [0,00] i
ker(7 ;) lliure-abelia de rang m’ € [0,m]. Vegem a continuacié que estan
en producte directe. Concretament veurem que ’aplicacio

(6) ©n:H — Hra x ker(myg)
h + (hra, (hra)™th)

estableix un isomorfisme entre H i el producte directe dels subgrups consi-
derats. En efecte, 'aplicacio esta ben definida, la primera component tri-
vialment i per la segona només cal observar que en ser amy = idpy, tenim
Vhe H

((hwa) 'h)r = (W YDYmwar (h)m = (BY)7 (h)7 = 1.
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També és clar que ©, és morfisme

(h1h2)@a = ((hth)ﬂ'a, ((hlhg)ﬂ'a)_lhlhg)

(hlmy hgﬂ'a, (h27r04)_1 (hlﬂ'a)_lhlhz)
(h17r04 homa, (hlﬂ'OJ)_lhl (hgﬂ'a)_lhz)
(hlﬂ'Oz, (hlwa)‘lhl) (hgﬂ'a, (hgﬂ'a)_lhg)
(h1)Oq (h2)Oq

on hem usat que tant 7 com « sén morfismes i la total commutativitat de
les segones components (que recordem formaven un subgrup de Z™, que és
al centre de F,, x Z™). Comprovem per tltim que I'aplicacié Y:(h, k) — hk
és inversa de O,. En efecte, és immediat de les definicions que ©,T =idgy
i, com que a7y = idpy, tenim Vh € H, Vk € ker(my), (hra k)ma = hra i
per tant

(hma, k) YO,

(hra - k)©q

((hra-k)ma, (hra - k)wa) ™t - hra- k)
(hra, (hra) ™t - hra- k)

(hma, k)

Aixi doncs, també TO, = idexker(mH) i T és inversa de O4, que és per
tant bijectiva. En definitiva, hem obtingut un isomorfisme ©, entre H i el
producte directe d’un subgrup seu isomorf a F,s i un altre isomorf a zm
amb n' € [0,00] i m' € [0,m], tal i com volfem demostrar. mi

De fet, la demostracié anterior proporciona, donat un subgrup H, una forma
concreta (i algorismica si ho sén la descripcié de H i I'obtenci6 de escissi6
a) de descompondre H com a producte directe d’un subgrup lliure i un
subgrup lliure-abelia.

COROL.LARI 2.2. Si H és subgrup de F, x Z™ € G, aleshores
H=Hrax(HnZ™),

on « és una escissio de my definida com a (5). Anomenarem a Hra i
HnZ™ respectivament, factors lliure i lliure-abelia de H segons l’escissio .

DEMOSTRACIO. L’argument usat a la demostracié anterior per als casos
amb n > 2 és valid també per n = 0,1 amb les corresponents correccions a
I'interval de rangs assolibles per H. O

Es evident per construccié que, en cas de no ser trivials, el factor lliure per
una escissié tindra una base constituida per paraules en X uT en les que
apareixeran necessariament lletres pertanyents a X, mentre que el factor
lliure-abelia tindra una base formada per paraules només en T

OBSERVACIO 2. D’acord amb I'observaci6 1, si el rang de Hma és 1, aleshores
H és lliure-abelia de rang m’+1 (tot i que el factor lliure-abelia de H segons
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lescissid « té rang m'). En aquesta situacié sovint sera convenient (ho sera
per exemple en la nostra definicié de base) pensar el factor lliure segons
a, Hma, com a absorbit pel factor lliure-abelia Hn Z™. Remarquem que
aquest cas comporta, per tant, certa molesta dualitat en la interpretacio
dels adjectius “lliure” i “lliure-abelia” quan li sén aplicats: com a grup,
H té ‘part lliure’ de rang 1 i ‘part lliure-abeliana’ de rang m' + 1 (la part
lliure inclosa a la lliure-abeliana); mentre que com a subgrup de G segons
qualsevol escissio, H té ‘factor lliure’ de rang 1 i ‘factor lliure-abelia’ de rang
m’ (sempre disjunts).

COROL.LARI 2.3. Un subgrup H de F, x Z™ € G és finitament generat si i
només si la seva projeccio Hm ho és.

DEMOSTRACIO. De lisomorfisme H = Hra x ker(my) a (6); donat que
ker(m) és finitament generat (subgrup de Z™), H ho sera si i només si ho
és Hrray, i (com que « és injectiva) equivalentment Hrr. |

OBSERVACIO 3. Si H (o equivalentment Hr) ve donat per una familia finita
de generadors { hq,...,hs} podem calcular (usant transformacions de Niel-
sen o Stallings foldings) una base {y, }, de Hr (evidentment finita). Vegem
que aleshores també és possible obtenir algorismicament una escissié « (i
per tant una base de Hra):

e per forca bruta: donat que disposem d’un conjunt finit de generadors,
podem enumerar els elements de H (considerant, per exemple, 1'orde-
nacié donada per la longitud de la paraula reduida seguida d’un ordre
lexicografic) i fer que l’algorisme recorri H seguint aquest ordre bus-
cant successivament antiimatges dels respectius y,. L’exhaustivitat de
m H — Hm garanteix 'existencia de tals antiimatges, I’enumerabilitat
de H D'assoliment d’alguna d’elles (que prendrem com a imatge de y,
per «), i la finitud de {y, }, la finalitzacié del procés.

e de forma no tan grollera: podem aprofitar que el procés d’obtenci6 de
la base {y, }, és reversible per aconseguir (de forma no necessariament
tnica) una expressié w, (him,...,hsw) de cada y, com a paraula en
{hym,...,hsm }*. Aleshores és suficient definir c:y, = wy,(hi,...,hs).

Conseqiiencia directa de la proposicié 2.1 i un fet elemental referent als
subgrups d’un producte directe tenim que, fora de la ben coneguda situacid
lliure-abeliana (corresponent als casos Fy x Z"™ i Fy x Z™), els subgrups de
F,, x Z™ recorren totes les formes referides a la proposicié. La casuistica
queda resumida en el segiient lema.

COROL.LARI 2.4. (i) Els subgrups de Z™ sén isomorfs a Z™ ambm’ € [0,m]
i totes les formes son assolides.

(i) Els subgrups de F, x Z™ (n € [2,00]) sén isomorfs a F x Z™ amb
n' € [0,00] i m' € [0,m] i totes les formes son assolides.
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DEMOSTRACIO. (i) El cas lliure-abelia és ben conegut.

(ii) Que els subgrups soén de les formes donades no és més que l’enunciat
de la proposicié 2.1. Per veure que totes sén assolides, és a dir, que per
a cadascuna hi ha un subgrup isomorf a ella, només cal recordar que tot
producte directe de subgrups respectius dels factors d’un producte directe
n’és subgrup. Ara, com que hi ha subgrups de F,, (n € [2, 00]) isomorfs a F,
per a tot n' € [0, 00], i subgrups de Z™ isomorfs a Z™ per a tot m’ € [0,m],
obtenim en cada cas (fent el seu producte directe) un subgrup de F,, x Z™
isomorf a cadascun dels de I’enunciat. O

També és immediat de la proposicié 2.1 el segiient resultat que usarem a
continuacié per a caracteritzar les classes d’isomorfia dels nostres grups.

COROL.LARI 2.5. El mazim rang d’un subgrup abelia de F,, x Z™ és m si
n=0,im+1 sine[l, oo].

DEMOSTRACIO. Per an = 0,1, els grups F}, x Z™ sén lliure-abelians de rangs
m 1 m+ 1 respectivament i el resultat es segueix de forma immediata. En els
casos en qué n > 2, acabem de veure que els grups F x Z™ amb n/ € [0, oo]
i m' € [0,m] constitueixen una familia completa de classes d’isomorfia dels
subgrups de F,, x Z™. Ara només cal observar que F} x Z'™ és abelia de rang
m + 1, més gran o igual que el de la resta de subgrups abelians de F,, x Z™
(els F. x Z™ amb e =0,11m’ € [0,m]). m

Estem ja en condicions de demostrar un resultat natural que, malgrat estar
latent de forma intuitiva des de la propia definicid, encara no haviem provat.
Notem que, tot i aparent perogrullada, cal fer 'excepcié “n # 1”7 (veure
observacié 1) per tal que ’enunciat tingui validesa.

PRrROPOSICIO 2.6. Donats n,n' e N\ {1}, i m,m’ € N aleshores

!
F,xZ"=2FyxZ"™ < n=n"im=m’

DEMOSTRACIO. [<] La implicacié cap a l'esquerra és evident.

[=] Per a provar I'implicacié cap a la dreta observem en primer lloc que si
els grups donats sén isomorfs, o bé ambdds sén abelians i per tant n=n’ =0
(ja que hem exclos els productes amb n o n' igual a 1), o bé ambdds sén
no abelians i n,n’ > 2. En qualsevol dels casos, donat que els maxims rangs
d’un subgrup abelia de grups isomorfs han de coincidir, del corol.lari 2.5 es
dedueix que m =m/'.

D’altra banda, com que tot grup isomorf a un de finitament generat és
finitament generat, és clar que en la situacié de I’enunciat, o bé n =n’ = 0o o
bé tant n com n’ sén quantitats finites. En el primer cas ja hem acabat. En
el segon, abelianitzant 1’isomorfisme F),, x Z™ = Fj, x Zm de partida obtenim
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’ ’ .
2z d'on n+m=n'+m’ i (usant que m =m’) podem concloure
que n=n'. o

Recordem que 'exclusié “n # 1”7 no suposa cap peérdua de generalitat (F} x
7™ = Fy x Z™*) en I'abast de la proposicié, que per tant inclou tots els
grups que estem considerant i en proporciona una descripcié no redundant.
Es a dir,

COROL.LARI 2.7. Els grups F,, x Z amb n € N~ {1} (resp. n e N\ {1})
i m € N constitueizen un sistema complet de representants de les classes
d’isomorfia de G (resp. G). O

Es clar que es pot escollir altres sistemes de representants; I’anterior pero, té
I’avantatge d’aglutinar el centre en un unic factor i sovint I'usarem implici-
tament a partir d’ara. Queda, per tant justificada la utilitzacié dels grups
F, xZ™ (n + 1) com a model particular de grup lliure per lliure-abelia amb
el benentes que cadascun d’ells, a més, representa una classe diferent a les
representades per la resta dels membres de la familia. Comentem a continu-
acio en que es tradueix aquest fet a I'inventari de subgrups d’un grup lliure
per lliure-abelia.

Haviem vist al corol.lari 2.4 que els grups F, x Z™ amb n' € [0,00] i
m’ € [0,m] constitueixen una familia completa de classes d’isomorfia dels
subgrups de F,, x Z™ (n > 2). Podem usar de nou la proposici6 2.6 per refi-
nar aquest resultat extraient-ne un sistema complet de representants (sense
redundancies). Per suposat també tindrem la corresponent versié abeliana
quan n =0, 1.

PROPOSICIO 2.8. (i) La familia {Z™ | m' € [0,m]} constitueiz un sistema
complet de representants de les classes d’isomorfia dels subgrups de Z™ .

(it) La famdlia {Z™ | m' € [0,m+1]} (resp. { F x Z™ |0 € [2,00],m’ € [0,m]})
constitueix un sistema complet de representants de les classes d’isomorfia
dels subgrups abelians (resp. no abelians) de F,, x Z™ amb n > 2.

DEMOSTRACIO. (i) El cas lliure-abelia és ben conegut (veure, per exemple,
[1] cap. 5).

(ii) és directe del corol.lari 2.4, la proposicié 2.6 i 'observaci6 1. O

3. Rang i bases

La caracteritzacié donada a la proposicid 2.6 matisa la definicié de grup lliure
per lliure-abelia proporcionant un sistema (no redundant) de representants
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de les classes d’isomorfia a G. Concretament, per a cada parell
(n,m)eNxNambn#1,

tindrem una classe a G distingida (isomorfa a F, x Z™), i aquestes sén
totes. Podrem, per tant, referir-nos univocament i amb total generalitat a les
classes d’isomorfia dels nostres grups mitjancant aquest parell de nombres.
Aquesta situacié (que recorda molt a la que es produeix amb els grups lliures
i lliure-abelians) juntament amb el lema posterior comporten la segiient
definicio.

DEFINICIO 3.1. Donat un grup G € G, acabem de veure que existeixen n # 1
i m Unics, tals que G 2 F,, x Z™; amb un abus de llenguatge que justificarem
a continuacié, anomenarem rang escindit de G al parell (n,m), mentre que
a n i m els anomenarem respectivament components lliure i lliure-abeliana
del rang (escindit) de G.

Vegem que la definicié que acabem de donar és coherent amb la definicié
estandard de rang (cardinal del minim nombre de generadors).

LEMA 3.1. El rang (estandard) de F, x Z™ € G és m +n.

DEMOSTRACIO. Volem veure que el minim dels cardinals dels conjunts que
generen F,, x Z™ és m +n. La presentacié (2) (amb n possiblement infinit)
proporciona un sistema de n+m generadors, aixi doncs n’hi haura prou amb
comprovar que qualsevol altre conjunt de generadors té un cardinal igual o
superior. En efecte, donat S un conjunt de generadors de F,, x Z™, la seva
imatge S a Pabelianitzacié (F, x Z™) > = Z"*™ I’ha de generar, i per tant
ha de ser [S|>[S?P| > n +m. i

Es a dir, podem pensar el rang escindit com un refinament del rang estandard
per als nostres grups en el que especifiquem les contribucions lliure i lliure-
abeliana. En vista d’aix0, per simplificar el llenguatge, usarem el terme
‘rang’ (ometent el qualificatiu) sempre que el context o la propia notacié
evitin qualsevol possible confusié entre ambdues versions (per exemple par-
larem de les components lliure i lliure-abeliana del rang i escriurem expres-
sions com ara “rang(G) = (n,m)” entenent en ambdos casos que es tracta
del rang escindit).

Amb la nova definicié i les consideracions previes podem rellegir la proposicié
2.6 afirmant que dos grups de G sén isomorfs si i només si els seus rangs
escindits coincideixen. Aquesta caracteritzacid, evidentment també valida
per a G, proporciona facilment la decidibilitat del isomorphism problem en
aquest darrer cas.

COROL.LARI 3.2. L’isomorphism problem a G és decidible.
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DEMOSTRACIO. Siguin dos grups pertanyents a G donats per presentaci-
ons finites (X | R) i (Y | §). D’acord amb el corol.lari 2.7, hauran de ser
respectivament isomorfs als determinats per presentacions finites (diem-ne
Prm 1 Pu ) de tipus (2) amb n,n’ # 1. Aleshores, sabem que existiran
seqiiencies finites de transformacions de Tietze simples de (X | R) a Ppm
ide (Y |S)a Py . Ara, podem engegar dos procediments diagonals que
recorrin respectivament totes les transformacions de Tietze simples aplica-
bles successivament a cadascuna de les presentacions inicials. En vista del
que acabem de comentar ambdds procediments necessariament arribaran en
temps finit a les presentacions Py, 1 P m respectivament. Un cop aqui,
només caldra aplicar la proposicié 2.6 per concloure que (X | R) i (Y | S)
presenten grups isomorfs si i només sin=n'1im=m'. i

Revestint convenientment la idea darrera la nostra definicié de rang, donem
també, a continuacié, una versié adaptada del concepte de base.

DEFINICIO 3.2. Un parell (4, B) de subconjunts d'un grup G € G s’anome-
nara base de GG si es compleixen les tres condicions segiients:

(a) A és buit o base d’'un subgrup lliure no abelia de G (remarquem que
aixo exclou els casos amb |A4] = 1),

(b) B és base (abeliana) del centre de G, i

(c) (AuB)=aG.

En tal cas, direm també que A i B sén respectivament les components liure
i lliure-abeliana de la base (A, B). Observem que de les condicions (a), (b)
i (c) es dedueixen immediatament

ja que (A) n(B) esta continguda al centre de G i cap element no trivial de
(A) hi pertany; i el neutre no pot formar part de cap base.

OBSERVACIO 4. Sigui G € G un grup donat per la presentacié (1), tenim
dues possibilitats:

e si |X|# 1, aleshores (X, T) és base de G, i
e si |X| =1, aleshores (@, X uT) és base de G.

Sovint, quan no sigui necessari fer explicit quina és la component lliure
i quina la lliure-abeliana (o vulguem evitar complicacions derivades de la
dualitat comentada a les observacions 1 i 2), abusarem del llenguatge dient
que AU B és base de G. Es a dir,
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DEFINICIO 3.3. Sempre que anomenem un subconjunt E € G base de G
lliure per lliure-abelia, estarem sobreentenent que £ = Au B amb (A, B)
base de G en el sentit de la definicié 3.2.

Remarquem que amb 1'as d’aquest conveni no estem perdent informacié ja
sempre podem recuperar A i B identificant a F quines paraules utilitzen
lletres en X: si sén dues o més, A estara constituit per aquestes i B per les
que s’escriuen exclusivament en T'; en cas contrari A=@i B=FE.

Aquest conveni simplifica considerablement alguns enunciats (per exemple a
la darrera observacio es pot fusionar els dos casos afirmant senzillament que
XuT ésbasede (X,T|[X uT,T])) ifa pales que la definicié 3.2 no és més
que una extensio dels conceptes estandard de base lliure i lliure-abeliana. En
efecte, en els casos degenerats (per als que el concepte de base ja existeix) la
definici6 estandard coincideix amb la nova definicié de base, amb el conveni
anterior.

LEMA 3.3. Si G € G és lliure no abelia (resp lliure-abelia), aleshores E és
base — en el sentit de 3.3 — de G si i només si és base lliure (resp. lliure-
abeliana) de G. i

Donem a continuacié una caracteritzacié (potser més intuitiva) de base d’un
grup G lliure per lliure-abelia.

ProproSICIO 3.4. Un parell (A, B) de subconjunts de G = F, x Z™ (n # 1)
és base si i només si G = (A) x (B), amb A base de (A) 2 F,, i B base de
(B) 2Z™. En particular, |A| =n i |B|=m.

DEMOSTRACIO. [=] Vegem en primer lloc que G = (A) x (B). Comencem
observant que en ser el centre de G, (B) és subgrup normal de G. Per tant
(A)1(B) commuten, (A)(B) és subgrup de G i, per (¢), G = (AuB) = (A)(B).
D’aqui obtenim facilment la normalitat de (A) en G. En efecte, en vista de
Panterior tindrem que per a tot @ € (A) i tot g € G, existiran a € (A) 1 b€ (B)
tals que g = ab i, per tant,

g tag=(ab)aab=a"taac(A)

on hem usat que b e (B) = Z(G). Aixi doncs tant (A) com (B) sén normals
en G = (Au B). D’altra banda, de (d) la interseccié (A) n (B) ha de ser
trivial i per tant G és producte directe de (A) i (B).

Ara, com que és G = (A) x (B) 2 F,, x Z™, els respectius centres han de ser
isomorfs. Aixi doncs, B és (per (b)) base lliure-abeliana de

(B)=Z(G) 2 Z(F,xZ™)=7"
i per tant de rang m; i A (per (a)) base lliure de
(4) = ((A) x(B)) [(B) = (Fo xZ™) | " = F,,
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i per tant de rang n, com voliem veure.

[«<] La implicaci6 cap a l’esquerra, i en conseqiiéncia I'afirmacié final sobre
els cardinals, sén immediates. O

Reinterpretar la darrera proposicié en el llenguatge de les presentacions
aporta certa llum sobre tot I’esquema.

COROL.LARI 3.5. Un parell (A, B) de subconjunts d’'un grup G € G és base
de G siinomés si|Al#1iG=(A,B|[AuB,B])

DEMOSTRACIO. [=] Es directe de la definicié que |A] # 1; i de la proposicié
3.4, si (A, B) és base de G, aleshores (A) =(A|), (B)=(B|[B,B]) i

G=(A[)x(B|[B,B])=(A,B|[A,B],[B,B])=(A,B|[Au B, B])

[<] Com hem comentat a l'observacié 4, (A,B) és trivialment base de
(A,B|[AuB,B]),si|A| 1. o

Aquest corol.lari, més enlla d’un canvi de llenguatge, il.lustra la nostra de-
lliure per lliure-abelia en termes de presentacions. I, en aquest sentit, sug-
gereix la possibilitat d’una caracteritzacio categorica per als grups lliure per
lliure-abelia i les seves bases, que assagem a continuacio.

ProprosiciO 3.6. Siguin G un grup i A, B subconjunts disjunts de G tals
que els elements de B commuten amb els de Au B, aleshores:

G és lliure per lliure-abelia amb base (A, B) si i només si |A| # 1 i per a tot
grup H, tota aplicacid ¢: Au B — H tal que els elements de By commutin
amb els de (Au B)y, estén de forma unica a un morfisme $:G - H.

DEMOSTRACIO. [=] Si G és lliure per lliure-abelia amb base (4, B) evi-
dentment |A| # 1 i podem prendre (A, B |[Au B, B]) com a presentaci6 de
G (corol.lari 3.5). En conseqiiéncia, les aplicacions ¢ de I'enunciat respec-
ten, per hipotesi, les relacions a G i aleshores ¢ estén a un morfisme de G a
H, que ha de ser tnic en ser (A, B) base i per tant AL B generadors de G.

[«<] Sigui K = (A,B|[AuB,B]) amb |A] # 1 que, tal i com acabem de
veure, compleix la propietat universal. Considerem ara les inclusions : A u
B - K i(:Au B - (G; ambdues satisfan les condicions que es demana a
les ¢ de l'enunciat (6 per que aixi ho estableix la presentaci6é de K, i ¢ per
hipotesi sobre G). Si ara apliquem la condicié categorica prenent ¢ igual a
0 i ¢ respectivament obtenim ’existencia de morfismes g i Z Unics que fan
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commutatius els segiients diagrames (que escrivim superposats)

AI_IB(—C>-G

7

Elle __.~:::::"'

=

K .

Només falta veure que 6 i ¢ sén inversos I'un de l'altre. En efecte, considerem
el diagrama

AuB . @

7 3! extensié

yA

G,

donat que tant 8¢ com idg estenen, la unicitat implica que 8¢ = idg. De
forma completament analoga es dedueix que € 6 = idg. Aixi dones 6 i ¢ sén
inverses I'una de laltra i per tant G i K sén isomorfs, la qual cosa conclou
la demostracio. O

OBSERVACIO 5. En la caracteritzacié anterior no hem donat en cap moment
condicions sobre els cardinals de A i B. Aixi, la proposicié 3.6 es podria
prendre, de fet, com a definicié categorica general dels grups lliure per lliure-
abelia sobre una certa base (sense restriccions) mentre que el cas finitament
generat correspondria exactament a quan A i B tenen cardinals finits.

Feta aquesta precisio insistim en que el present treball es centrara en ’estudi
del cas finitament generat que donarem per suposat sobre el grup de partida
sempre que no s’indiqui el contrari. Cal no oblidar, no obstant, que en
aquest estudi apareixen de forma natural (com a subgrups) grups lliure per
Hiure-abelia de la forma F x 7M. Aixi doncs, el conveni no sera aplicable
quan ens referim a subgrups generals i caldra, en aquest cas, aclarir si estem
considerant els de rang infinit o no.

Només per coherencia notacional i terminologica agrupem part dels resultats
anteriors en un nou enunciat.

COROL.LARI 3.7. Sigui (A, B) base de G € G, aleshores
rang(G) = (|A[,|B])

Es a dir, el cardinals de les components lliure i lliure-abeliana de tota base
son respectivament les components lliure i lliure-abeliana del rang de G.
En particular, si (A,B) i (A',B") son bases de G, tindrem |A| = |A'| i
1Bl = |B. o
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També conseqiiencia directa de la proposicié 3.4 obtenim la segiient propie-
tat desitjable en una entitat anomenada base de G.

COROL.LARI 3.8. Si (A, B) és base de G lliure per lliure-abelia, aleshores tot
element de G s’escriu de forma “inica’ en termes dels elements de (A, B)
(evidentment, entenent que la ‘unicitat’ de la part abeliana és modul reor-
denacions dels elements de B).

DEMOSTRACIO. Si (A, B) és base de G ja hem vist a 3.4 que G = (A) x (B).
Es a dir tot element de G s’escriu de forma tnica en termes d’un de (A) i un
de (B) i (de nou per 3.4) els elements d’aquests dos subgrups de forma tnica
en termes dels elements de les bases respectives A i B llevat reordenacié dels
altims. O

OBSERVACIO 6. Hem presentat fins ara propietats de les noves bases (sén
conjunts minimals de generadors amb cardinal determinat tals que tot ele-
ment del grup s’escriu de forma tnica en termes dels seus) que es correspo-
nen bé amb les analogues per les bases lliures o lliure-abelianes estandard.
Malgrat els evidents paralel.lismes cal ser curds a I’hora de traslladar a les
noves bases comportaments tipics d’aquelles. La polaritzacié (intrinseca) de
la nostra definicié fa que certes propietats estandard no siguin extensibles.
Per exemple, en el nostre cas no és cert que “tota familia de n+m generadors
de G = F,, xZ™ (de rang n+m) constitueixi una base de G”, enunciat que s7
és valid tant per als grups lliures com per als lliure-abelians amb els rangs
corresponents.

EXEMPLE 2. Serveixi de contraexemple considerar a Fo x Z = (a,b|) x (t])
els elements =1 = taQ, z9 = ab i z3 = ta®b?. Obviament no és possible formar
una base amb x1, 2, x3 ja que cap d’ells pertany al centre de Fy xZ, en canvi

CL‘2$§1$1£L‘2 =a, $§1$Il$3 =biza?=ti per tant generen G.

4. Bases de subgrups

Acabem la seccié amb una serie de resultats de caire eminentment algorismic
essencials per atacar alguns dels problemes de decisié que ens plantejarem
a la segona part.

Sabem que tot subgrup H de G € G és producte directe d’un grup lliure per
un grup lliure-abelia; aleshores la proposicié 3.4 indica que per a aconseguir
una base de H sera suficient obtenir-ne una de cadascun dels factors segons
una escissio del tipus (5). Vegem que, en realitat, qualsevol base de G respon
a aquest patro.
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PRrROPOSICIO 4.1. Sigui H un subgrup de G = (X |) x (T'| [T,T]) € G,
aleshores un subconjunt E ¢ H és base de G si i només si

E=E)(I_IET

amb Ep base (lliure-abeliana) de H nZ™ i Ex base (lliure) de Hro, per a
una certa escissid « del tipus (5).

DEMOSTRACIO. [=] Sigui £ = Au B amb (A, B) base de H i considerem
els segiients dos subconjunts de F: Ex format per les paraules de F que
en forma normal tenen lletres en X i Ep format per les que no (i.e. les que
nomsés tenen lletres en T). Aleshores és clar que E = Ex u Ep, i la projecci6
m: H — Hr envia Ex a una base (Ex)m de Hm i Er al’element trivial. Ara,
com que E és base per hipotesi, Er ha de ser base del ker(mg) = HnZ™
i la restriccié de m a Ex és bijectiva; prenent « la seva inversa obtenim el
resultat.

[«<] La implicacié cap a 'esquerra és conseqiiéncia directa de la proposicié
3.4. O

DEFINICIO 4.1. En la situacié de Ienunciat anterior, diem que E és una
base de H donada per l’escissié « (o que és una a-base de H).

Obviament, el concepte de a-base és només una forma comoda d’al.ludir a
I’escissié subjacent i no suposa cap restriccié ni caracteritza la base referida.

OBSERVACIO 7. Tenim, per tant dues formes naturals de pensar una base
E dun grup G € G com a unié disjunta d’un parell de conjunts: el punt
de vista (algebraic) de la definicié 3.2, en que els constituents sén bases, B
del centre de GG, i A d’'un complementari lliure no abelia; i el punt de vista
(constructiu o combinatori) de la proposici6 4.1, en que els constituents sén
respectivament el conjunt Ep format per les paraules de F escrites només
en T, 1iel conjunt Ex format per les que contenen alguna lletra de X. Es a
dir, per a tota base E de GG, tenim

EZAI_IBZEXI_IET,i
G ={A)x(B) = {Ex) x (Er)

amb la segilient casuistica:

e si |[Ex|# 1, aleshores A=FEx iB=Ep,i
e si |[Ex|=1, aleshores A=@ i B=FExuEp

Si H esta donat per un conjunt finit de generadors 1’obtencié de bases de
cadascun dels factors segons « (i per tant 'obtencié d’una base de H) és un
procés algorismic; i tal i com succeeix amb els casos degenerats, un cop es
disposa d’una base finita, és pura mecanica obtenir I’expressié d’un element
qualsevol (escrit en termes del conjunt inicial de generadors) en aquesta
base.
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Proposic1é 4.2. Siguin G € G i H < G un subgrup donat per una familia
finita de generadors, aleshores existeix un procediment algorismic per trobar
una base de H 1 reescriure els generadors originals en aquesta base.

DEMOSTRACIO. Sigui H = (h1,...,hs) < G, volem construir algorismicament
una base de H.

Resseguint la primera part de la demostracid de 2.1 podem calcular una base
(lliure) Ex = {71,...,Un} de Hra (factor lliure de G segons «). Detallem
el procés:

(1) Calculem la imatge per 7w dels generadors de H: {hi7,... hsm}.

(2) Donat que 7 és epimorfisme, {him,..., hym} constituira un conjunt de
generadors de Hm < F),, del que mitjangant una seqiiencia finita de
transformacions de Nielsen (o Stallings foldings) podem obtenir una
base {y1,...,yn } de Hr. Es clar que aquest procés és algorismic.

(3) Calculem la imatge {¥1,...,7n} de {y1,...,yn’} per una escissié «
algorismica (que tenim garantida d’acord amb ’observacié 3).

Com que {yi,...,yn} és base lliure de Hm i a és injectiva, acabem de
calcular una base (lliure) Ex = {71,...,Un } de Hra.

Pel que fa a la part abeliana, I'isomorfisme ©, (que tenim explicitament en
termes de «) seguit de la projeccié sobre la segona coordenada constitueix un
morfisme (Obviament exhaustiu) de H sobre ker(m ). Aplicat a {h1,...,hs}

proporciona un conjunt de generadors de ker(7r| )2 zm que podrem reduir
de la forma habitual a una base lliure-abeliana E7 de ker (7).

Hem obtingut algorismicament bases respectives de Hma i ker(m); ara la
proposicié 4.1 conclou la primera part de ’enunciat.

Per a la segona sera suficient comprovar que podem calcular ’expressié de
cada generador en base Ex U Ep.

Observem que resseguint en sentit contrari la seqiiencia de la Nielsen-reduccié
(him, ... hgm) ~ -~ (y1,...,yns) 1 acumulant els canvis realitzats en cada
pas, obtenim expressié hym = wi(y1,...,yn’) de hym en termes de la base
{y1,...,yn} de Hrm. Ara, la descomposicié h; = lyma - (hyma)~th; donada
per I'isomorfisme O, fa la resta. El primer factor sera

(m)a=wi(y1c, ..., ywa) =wi (G, s Gnr)

i I'obtenim, per tant, escrit en termes de la base lliure EFx, mentre que
el segon, en pertanyer al ker(7T| ), el podem escriure (usant algebra lineal
elemental) en termes de Er que és base de ker(mz). i
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OBSERVACIO 8. En vista del corol.lari 3.5, la proposicié anterior ens diu
que donada una familia finita { hy,...,hs }, sempre podrem obtenir algoris-
micament una presentaci6 de (hq,...,hs).

En vista del que hem exposat fins ara, quan vulguem representar explicitament
una base E d’'un subgrup finitament generat H de G € G, escriurem

(7) E = {t*uy, ... t3 u,, tP . tPm )

amb n/,m’' eN, i

® aj,...,an’ EZm,
o {uy,...,uy} base lliure de Hr < F,, i
e {b1,...,bm} base lliure-abeliana de H nZ™ < Z™.

Amb les notacions introduides sera
Ex = {t*uy,..., t2 uy } i
Bp={thbt ... tPw}
Per brevetat, designarem
L =(by,...,bny), subgrup de rang m’ de Z™,

i també
a
A= € Mn’xm(Z)

ap/

la matriu sencera n’ x m que té per files els a; € Z, i € [1,n/].

LEMA 4.3. Amb les notacions anteriors, tenim
H={t*w(uy,...,up)|weF,, acwA+L},

on w designa un element del grup lliure abstracte en n' simbols {s1,..., sy}
i w(ug,...,uy) Uelement de G obtingut substituint cada simbol s; a w per
la respectiva paraula uw; € Hr. Com sempre, representem en negreta, w, l’a-
belianitzat de la paraula w.

Dit d’una altra forma, si p és el morfisme de Fy = ($1,...,8y |) en Fy =
(x1,...,2n |) donat per s; = u;(xy,...,2,), i€[1,n'], aleshores

H={t*wp|weF,,acwA+L}.

DEMOSTRACIO. Donat que H = (Ex) x (Er), el subgrup esta descrit pels
parells (w,tP) al producte directe anterior; on be L i w un element de
(Fx) < G. Més formalment, w = w(t*uq,...,t*" u,s) amb w una paraula
lliure arbitraria en n’ simbols'. Ara, de la commutativitat de les ¢*, podem

lRemarquem que, tot i que w # w (de fet, sén paraules en grups aliens) s’utilitza grafies
similars per subratllar que descriuen el mateix element en bases diferents.
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reordenar i reescriure w en forma normal
w o= w(t?uy,..., t2u,)
glohant ol oy )
t9A w(ug, ... Unr)

Finalment, agrupant les ¢t® de w i t? obtenim la descripcié proposada per
als elements de H. O

Es a dir, per construir el subgrup H a partir de la base E és suficient
considerar totes les paraules lliures en u;, i = 1,...,n’ i completar-les amb
totes les parts abelianes que satisfacin la relacié lineal esmentada.

DEFINICIO 4.2. Donats un subgrup H de G = (X, T | [X uT,T]) i una

paraula lliure w € G = (X ), direm que el conjunt
cw={acZ™|t*weH}cZ™

és la complecio abeliana de w a H; i de qualsevol element a € ¢, i, que

completa (abelianament) w a H.

COROL.LARI 4.4. De la definicio anterior i el lema 4.3 es dedueir immedi-
atament que

(i) siw ¢ Hm, aleshores ¢y, g =&, @
(ii) st we Hm, aleshores ¢y fr = wA + L

on w és l'abelianitzacio de la paraula w que expressa w en termes de la base
{ut, ..y, b, és a dir' w=w(u,... Uy ). |



Capitol 2
Morfismes

En aquest capitol pretenem estudiar els endomorfismes dels grups lliure per
lliure-abelia. Donat que, com veurem aviat, els casos amb n = oo desem-
bocarien en ’aparicié6 de matrius de dimensié infinita, i el cas lliure-abelia
de rang infinit I’hem exclos de partida, ens restringirem al cas finitament
generat. Es a dir, en tot el capitol considerarem només els endomorfismes
de grups F, x Z™ € G. Concretament volem caracteritzar ’expressio dels
endo, mono, epi i isomorfismes de

G=F,xZ"=(X|)x(T|[T,T])=(X,T | [XuT,T])

en termes de les imatges dels generadors X = {x1,...,x, } 1T ={t1,...,tm }
amb n,m € N (com ja hem vist, sense perdua de generalitat podem prendre
n#1).

Es clar que associats a les parts lliure i lliure-abeliana, emergiran com a
constituents de cada ¥ € End(F), x Z"™), endomorfismes respectius, ¢ de F,
i Q de Z™. Veurem que excepte en un cas degenerat (que no inclou ni epis
ni monos), els endomorfismes de Fj, x Z™ es poden descriure en termes de
¢, Q i una matriu P que controla 'aparicié de lletres t;s a partir de lletres
x; sota W. A més, les caracteritzacions d’injectivitat i exhaustivitat només
involucren ¢ i Q, i tenen expressions senzilles i molt naturals en termes
d’aquests.

Comencem considerant una assignacié generica dels generadors X U7 en
F,x7™,
zp e et a,
v L s tqjl... th'm .
J 1 mo % s
amb pik,qjk € Z i wi,z; € F, (i € [1,n], j,k € [1,m]). Anomenant ¢ a

I’endomorfisme x; — w; de F,, i, P 1 Q a les matrius

P11 0 Pim P1
P=]: - N N B (pol pom) € My (Z), i
Pnl ° Pnm Pn
21



22 2. MORFISMES

qir - qim q1
Q — = = (q.l q.m) € Mm(Z) y
dm1l ° dmm dm

podem, usant la notacié abreujada, escriure ¥ de la forma més compacta

i Xr; = tpi $z¢
g L P

amb ¢ endomorfisme de F,,, p;,qj € Z™ i zj € F, (i €[1,n], je[1l,m]).

Evidentment no totes les assignacions anteriors estendran a morfisme de
F,, x Z™ pero per a les que ho facin és un calcul rutinari obtenir la imatge
d’un element generic t?u en forma normal.

Prorosicid 0.5. Si una assignacié ¥ de la forma anterior estén a endo-
morfisme de Fy, x Z™, aleshores Ya € Z™, Yu € F,

u — t%F ug
ta 'i) taQ ay Zam

on hem designat u — en negreta — el vector de Z" abelianitzat de u € F,,. Per
suposat, tindrem

v
t2u — (2P 2tz ug

DEMOSTRACIO. Es tracta només d’usar la condicié de morfisme juntament
amb les relacions de F), x Z™, en efecte

BT = (17 ()T = (4 D) (b, T
= (tql Zl)a’l... (tqm Zm)am

aijqi+--+a al a
t q mdm Zl ...me’

= taQ Z?l...zgrzfl’

1 també
wl = u(z)V=u(z; ¥) = w(t)™ -t z;¢)
_ t|1u|1p11+"‘+|“|np"1... t%\1p1m+--.+|U\nan U(l‘z@b)
_ t;lpd... t?np’m uP
— tl.lP u¢ .
Per tant,

(t2u) U = 20yl = t2Q {1 z0m (9P g = (2QUP 0 pam g i
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1. Endomorfismes

Caracteritzem a continuacié quan una de les assignacions anteriors estén
a endomorfisme de F,, x Z™ i en donem una classificacié en termes dels
parametres que la defineixen.

ProposICIO 1.1. Una assignacio ¥ de la forma (8) estén a endomorfisme
si i només si és d’un dels segiients dos tipus (disjunts):

tPi

e i amb ¢ e End(F,) i ps,qj € Z™,

tPi P 1#w e F,, no poténcia propia,
a5 gl 4 heZ" i pj,q;,1€Z™,1+0 ’

113

(en els dos casos amb i€ [1,n] i je[l,m]).

DEMOSTRACIO. Una assignacié ¥ estén a morfisme si i només si respecta les
relacions de F;, x Z™. En el nostre cas, les commutativitats donades per les
relacions es traduiran en commutativitats entre les respectives parts lliures
de les imatges. Concretament haura de ser, per a tot i € [1,n] i tot k € [1,m]

1= (x;ltgl.%'itk)\lf = (l’i\I/)71 (tk\I/)71 ;U U
(tpiwi)71 (tq“zk)’l tPiw,; t9kz,
t Pi—dktPitdk w{lzlglwﬂk

-1_-1

és a dir, w; commuta amb z;. Analogament, per a tot j, k € [1,m], obtenim
que z; commuta amb z;. En resum

(9) U estén a endomorfisme < Vi,j,k  w;,zj € C(z)

on C(zy) és el centralitzador de z; a F,. Observem que 'extensibilitat de
V¥ no depen dels valors dels p;; i gjx. Distingim ara dos casos:

I) (zx=1 Vke[l,m]) Aleshores la condicié de commutativitat (9) es com-
pleix trivialment Ywy,...,w, € F,, (i.e V¢ endomorfisme de F,,) i 'extensi6
pren automaticament la forma del tipus I.

IT) (3k € [1,m] tal que 2z, # 1) Donat que el centralitzador de z; #1 és
ciclic infinit, tenim que C(z;) = (w) amb w no poteéncia propia. En efecte,
les possibles arrels de w commutarien amb w i per tant també amb zg, és a
dir serien, en definitiva, potencies de w. D’altra banda, és evident que els
elements de (w) commuten entre si. Aix{, en aquest segon cas ¥ estén a
endomorfisme si i només si existeix un w € F,, ~ {1} no poténcia propia tal
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que per a tot i i tot j, w;,z; € (w). Aleshores és clar que

w; =w amb h; €Z Vi,
zj=wlhi amb [; €Z Vi, i
2 = w'* amb I, € Z ~ {0},
obtenint I'expressié donada per als morfismes de tipus II. O

Evidentment, donat que tot endomorfisme és extensié tinica de la seva res-
triccié a un conjunt de generadors, ’anterior és en realitat una classificacié
dels endomorfismes de F, x Z™. Podem ara particularitzar la proposicié
0.5 a cadascun dels casos, obtenint les respectives expressions generals dels
endomorfismes de tipus I i II en forma normal.

COROL.LARI 1.2. ¥ és endomorfisme de F,, x Z™ si i només si és d’un dels
seguients dos tipus mutuament excloents

(I) ¥yqp =t u ~ £2QruP 4
amb ¢ € End(F,), Q € M (Z) i P € M (2)

(H) qu,l,}hQ’P =ty — taQ+uP walTJruhT’
amb 1+ w € F,, no poténcia propia, Q € My, (Z), P € Myxm(Z),
0+1€Z™ sheZ™.

Ens referirem a ells com endomorfismes de tipus I i II i els designarem
Endi(F, x Z™) i Endg(F,, x Z™) respectivament. Tenim, per tant, una
particio

End(F, xZ"™) = End;(F,, x Z™) uEndy (F,, x Z™).
Calculem a continuacié com es composen els endomorfismes de F,, x Z™ en
termes d’aquesta classificacio.

ProrosiciO 1.3. El comportament algebraic dels tipus anteriors ve donat
pels segiients quatre casos:

(a) (tipus I) seguit de (tipus I): Wy, ;. Py V6.Qa,Ps =
(10) VYs162,Q1Q2,P1Q2+A1 P>

(b) (tipus I) seguit de (tipus II): Wy, @, Py Wuws,lo,he,QaPa =
(11) Vs 12Q7 1PT +h2AT,Q1Qz, P1Qa+AL Py’

(c) (tipus II) sequit de (tipus I): W 1, h1.Q1.P1 V60.Qa,Pa =
(12) \I'wupg,ll,hl,Q1Q2+1{W1P2,P1Q2+h’{w1P2’

(d) (tipus II) seguit de (tipus II): Wy, 1, hy,Q1,P1 Yws,lz,h2,Q2,P2 =
(13) w2,12Q1 +hawi 11 ,12P1 +hawi hi, Q1 Qa2+11 w1P2, P1Q2+hi wiP2’

on hem usat el conveni (que mantindrem d’ara endavant) de designar Ay —
en negreta — la matriu n x n abelianitzacio de ¢1 € End(F,).
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DEMOSTRACIO. N’hi ha prou amb aplicar successivament les expressions per
als endomorfismes de cada tipus donades al corol.lari 1.2. Aixi, anomenant
U, i Uy als endomorfismes que actuen en primer i segon lloc, tenim:

(a) Si ambdés sén de tipus I,
(t2u) W, 0y (t2Q P 0. )0,
t(aQ1+uP1)Q2+uA1P2 U/¢1¢2
t2Q1Q2+u(P1Q2+A; P2) up1 Po

(t* U)W¢1¢2,Q1Q2,P1Q2+A1P2-
(b) Quan composem un endomorfisme de tipus I seguit d’un de tipus II,
(ta u)\Ill\Ilz = (taQ1+uP1 U(ﬁl)\pg
t(aQ1+uP1)Q2+uA1P2 w(aQ1+UP1)1§+UA1h§
2

taQ1Q2+u<P1Q2+A1P2) w;‘Qllg +u(Pll£ +A1h£)
(t2u)w

w2,12Q1 ,12P1 +h2AT ,Q1Q2,P1Q2+A1 P2’
(c) Si es tracta d’'un endomorfisme de tipus II seguit d’un de tipus I,
T T
(tu) U0y = ($2QP i) gy
T T T T
1, +uh
t(aQ1+uP1)Q2+(all +uhy )W1P2 (wili 1 +uhy )¢2

_  £a(Q1Qz+1; w1P2)+u(P1Qz+h1 w1P2) (w1¢2)a1f+uhf
= (t*w)¥

wige,l1,h1,Q1Q2+1] wiP2,P1Qa+h] wiPy
(d) I, per ultim, si ambdds sén de tipus II, (t*u)W¥; ¥y =
T T
— (taQ1+uP1 wzlill +uhy )\112
T T T T
_ t(aQ1+uP1)Q2+(alf +uhf Yw1P2 w(aQ1+uP1)12 +(aly +uhy )wihg
- 2

T T T T T T

ta(QlQ2+1fw1P2)+u(P1Q2+hfw1P2) wa(Qllz +13 wiha )+u(Pyl2 +hy wiha)
2

(t*u)W

w2, le{ +h2W’{ 11 712P{ +h2W,{h1 s Q1Q2+1{W1P2 s P1Q2+h{W1P2

obtenint les quatre expressions de ’enunciat. O

Veiem que la composicié és tancada per als endomorfismes d’ambdds tipus
mentre que el tipus II absorbeix els productes creuats. En particular, donat
que la identitat pertany trivialment als endomorfismes de tipus I, tenim
que aquests constitueixen un submonoide de End(F},). Es més, obtenim
una identificacié natural entre endomorfismes de tipus I i ternes (¢, Q,P).
Concretament

COROL.LARI 1.4. L’aplicacic Wy qp +~ (¢,Q,P) estableiz un isomorfis-
me (de monoides) entre Endy(F,, x Z™) i el conjunt End(F,,) x M,(Z) x
M (Z) amb Uoperacid induida

(14) (0,Q,P) (¢, QP = (¢¢,QQ", PQ" + AP’)

(on A designa l'abelianitzacid de ¢ € End(F),)) i neutre (idg, ,I,,,0).
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DEMOSTRACIO. Es clar a partir del corol.lari 1.2.1 que tot endomorfisme
de tipus I té imatge a End(F),) x M,;,(Z) x Myxm(Z), per concloure que
I’aplicacié és ben definida només cal, per tant, veure que l'imatge és tnica,
en efecte si U = Wyqp = Yy qp = ¥, tenim per a tot a € Z™ que
(t*)¥ = (t?)¥’ i en conseqiiencia que aQ = aQ’; i per a tot u € F, que
(u)U = (u)P’ i per tant uP = uP’ i u¢ = u¢’. Es clar, doncs, que ha de ser
o=9¢', Q=Q"iP =P ilaplicacié estd ben definida.

L’exhaustivitat és, de nou, conseqiiencia directa del corol.lari 1.2.1, la in-
jectivitat és immediata ja que els parametres ¢, Q,P caracteritzen ¥y q p
i la condicié de morfisme amb l'operacié donada no és més que el resultat
establert a (10). Per tultim, I’afirmacié sobre el neutre és de comprovacié
directa a partir de (14). i

Els endomorfismes de tipus I representen un paper especialment important
en el que segueix ja que, com veurem en breu, inclouen tots els automorfismes
de F, x Z™ que centraran part de ’estudi posterior. De manera que sovint
sera comode pensar-los com a ternes

(¢’ Qu P) € EI’ld(Fn) x Mm(Z) x MnXm(Z)

amb l'operacié (14), per exemple podem calcular facilment les poteéncies
d’un endomorfisme de tipus I qualsevol.

LEMA 1.5. Sigui (¢,Q,P) un endomorfisme de tipus I, aleshores per a tot
k>1,

k . .
(15) (6,Q,P)" = (¢*,Q", > AP QFY)
=1

on A és labelianitzacio de ¢.

DEMOSTRACIO. Per induccié sobre k. El resultat és trivial per a k =1 i
suposat cert per a k, tenim que per a (k+1) és

(6,QP)1 = (6,QP)(6,QP) |
(¢,Q,P)(¢",QF\ T, AT PQYY)
(6", Q1 PQ" + A(TL, AT P QM)
(¢k+1,Qk+1,PQk + Zf:l AzPQk—z)
(¢k+1’ Qk+1, Z?:Jrll Ai—l P Qk+1—i) ’

la qual cosa completa la demostracié. O

Seguidament, refinem les condicions d’endomorfisme per tal de caracterit-
zar quins d’ells sén injectius o exhaustius. Comencem observant una con-
seqiiencia immediata del corol.lari 1.2.

LEMA 1.6. Si ¥ és un endomorfisme de tipus II, im(V) és abelia.
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DEMOSTRACIO. Es directa de 1.2.11. O

2. Monomorfismes

Veurem a continuacié que els endomorfismes injectius de F;, x Z™ sén pre-
cisament els endomorfismes de tipus I tals que tant la seva ‘part lliure’ com
la seva ‘part lineal’ sén injectives.

PRroPosICIO 2.1. ¥ és monomorfisme de F, x Z™ (n # 1) si i només si és
de tipus I amb ¢ monomorfisme de F), i det(Q) # 0.

DEMOSTRACIO. [=] Evidentment ¥ no pot ser de tipus II, ja que si ho
fos tindriem que necessariament n # 0 (no hi ha cap w no trivial a Fp) i
com que im(¥) seria abelia, els commutadors (no trivials a F}, ja que n # 0
com acabem de veure i n # 1 per conveni) estarien al nucli. Tampoc pot
ser det(Q) =0, ja que existiria un a € Z™ \ {0} tal que aQ = 0 i aleshores
1#t2 » 2 Q=t0=1.

Veiem finalment que ¢ és injectiu. En cas contrari existira un u € Fj, \ {1}
tal que u¢ =1. Ara, com ¥ ha de ser de tipus I, tenim

Lzub » (Y)Y =t"P vpezZ
t2 > t2Q VaeZ™

i sera suficient veure que podem trobar un a € Z™ i un b € Z tals que
aQ = buP (en tal cas ¥ no seria injectiu contradient la hipotesi). Ara bé,
com det(Q) # 0 'endomorfisme de Q™ donat per Q és invertible i, en par-
ticular 3o € Q™ tal que aQ = uP, aleshores escribint a = %a amb aeZ™ i
b e Z, obtenim els a i b desitjats.

[«<] Sigui ¥ de tipus I, amb ¢ monomorfisme de F,, i det(Q) # 0, aleshores
a _ U¢ =1 u=1
(tu)\I/—lc»{aQJruP:O j{a:O'

En efecte, per ser ¢ monomorfisme, u¢ = 1 implica v =1, per tant u=01 la
segona equaci6 queda aQ = 0. Ara, la hipotesi det(Q) # 0 permet concloure
que també a = 0 i per tant ¥ és injectiu. O

3. Epimorfismes

Per als epimorfismes obtenim una caracteritzacié paral.lela a la que acabem
de donar per als monos.

PropPoSICIO 3.1. W és epimorfisme de Fy, x Z™ (n + 1) si i només si és de
tipus I amb ¢ automorfisme de F,, i det(Q) = £1.
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DEMOSTRACIO. [=] Si anomenem 7 a la projeccié F,, xZ"™ — F,, donada per
t*u — w1 ¥ és un endomorfisme de tipus II, tenim que im(¥r) € (w) # Fp,,
ja que n # 1. Per tant ¥ no és exhaustiva (si ho fos també ho seria ¥r).
Aixi doncs, els epimorfismes han de ser de tipus I. Ara, de ’exhaustivitat ¥
tenim la de Urr; i la imatge per Ur dels generadors, {x;¢};, genera (i, per
tant és base de) F,. Es a dir, ¢ és automorfisme.

Vegem a continuacié que det(Q) = +1. De nou, de l'exhaustivitat de ¥
tenim que per a tot j hi ha antiimatges dels t; € F, x Z™. Sabem doncs que,
per a tot j € [1,m], existeixen bj € Z™ i u; € F,, tals que

(tbj Uj)\Il = tj = t‘sj.

Aleshores, usant I’expressié per als endomorfismes de tipus I, als que sabem
que ha de pertanyer V¥, i separant les parts lliure i abeliana, queda

Uj¢ =1

ij + ujP = (Sj .
Ara, com que ¢ és automorfisme, u; = 1, u = 0 i la segona equacié queda
b;Q = 4;. Hem vist, per tant, que existeix un b; € Z™ tal que

b;Q=4; Vje[l,m].

Anomenant B la matriu que té per files els by obtenim BQ =1I,, amb B ¢
M (Z), don Q és invertible a M,,,(Z), i.e. det(Q) = 1.

[«<] Volem veure que per a tot t*u existeix un tPv tal que (tPv)¥ = t2u, és
a dir que per a tot a € Z™ i per a tot u € F},, existeixen b e Z™ i v € F}, tals
que tPYVPyp = t2u. Separant les parts lliure i abeliana queda

Vo =
bQ+vP=a.
Aleshores, donat que ¢ és automorfisme de F},, tenim que v = u¢ ! i per tant

v =uA~! amb A T'abelianitzacié de ¢. Ara usant que det(Q) = 1 podem
alllar b de la segona equacio

b=(a-vP)Q'=(a-uA'P)Q},
obtenint les v i b desitjades, i per tant, ’exhaustivitat de W. O

OBSERVACIO 9. El desenvolupament anterior proporciona les antiimatges
per ¥ epimorfisme, que resulten ser uniques. Aixi doncs queda determina-
da la seva inversa i ¥ és automaticament monomorfisme (i per tant auto-
morfisme) la qual cosa és, per suposat, també conseqiiencia directa de les
caracteritzacions donades.

COROL.LARI 3.2. F,, x Z™™ és hopfia © no cohopfia.
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DEMOSTRACIO. Usant les caracteritzacions establertes a les proposicions 2.1
i 3.1, tenim

W de tipus 1 - W de tipus 1
VU epi < { ¢ auto de F, - ¢ mono de F,, ;} < WV mono.
det(Q) = 1 det(Q) #0

Malgrat que la hopfianitat de F, x Z™ no és directament deduible de ser
producte directe de grups hopfians finitament generats (a [13], Tyrer, partint
d’un grup simple S adequat, obté un subgrup de SV finitament generat no
hopfia que és producte directe de dos grups hopfians), si que era coneguda
per ser F,, xZ™ un PC-group. La hopfianitat dels PC-groups és conseqiiencia
del seu caracter residualment finit, establert per Green a la seva tesi doctoral
[7] i també deduible del fet de ser grups lineals tal i com demostra Humphries
a [9]. Es ben sabut (es pot trobar una demostraci6 a [11], p.195-196) que tot
grup finitament presentat residualment finit és hopfia, per tant ho sén els
PC-groups i en particular F;,, xZ™ tal i com s’ha comprovat aqui directament
a partir de la forma dels seus monomorfismes i epimorfimes.

4. Automorfismes

En vista de la hopfianitat de F), x Z™, la caracteritzacié donada a la propo-
sicié 3.1 per als epimorfismes, també ho és per als isomorfismes. Resumim
el que aix0 suposa seguidament.

TEOREMA 4.1. ¥ és automorfisme de F,, x Z™ si i només si és de la forma
(16) Uyqp tiu — t* Py
amb ¢ automorfisme de F,, Q € GL,(Z) i P € Mpxm(Z). Es més, tenim
que l’aplicacio

Ysqp+— (6,Q,P)

estableix un isomorfisme entre Aut(F,xZ"™) i el conjunt Aut(F,,)xGL,,(Z)x
M (Z) amb loperacid induida

(147) (0,Q,P)(¢",Q",P') = (¢¢',QQ, PQ" + AP') ,
neutre (idg,,I,,0) i invers (¢,Q,P)! = (¢75,Q71,-A"1PQ1). Com

sempre, A designa ’abelianitzat de ¢.

DEMOSTRACIO. La primera part no és més que I’enunciat de la proposicié
3.1 donada la hopfianitat, i la segona surt de considerar la restriccié de
I'isomorfisme de monoides establert al corol.lari 1.4 a Aut(F,, x Z"™) d’acord
amb la caracteritzacié obtinguda per als automorfismes. O
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Tal i com feiem amb els endomorfismes de tipus I, podrem pensar els auto-
morfismes de F), x Z" com a ternes (¢, Q,P), ara de

Aut(F,) x GLy(Z) x My (Z)

amb l'operacié (14’) i, evidentment, lexpressié (15) obtinguda per a les
potencies és valida en el cas particular dels automorfismes.

També sera convenient disposar de la forma general, en termes de la nova

notacid, dels automorfismes interns de F;, x Z™. No és d’estranyar, donada
. . ’ ’ . . .7

la commutativitat de les t°, que només es conservi la conjugacié de la part

lliure.

LEMA 4.2. Sigui t*u e F,, x Z™, aleshores l’automorfisme intern resultat de
conjugar per t?u és
Ttay = ('7u>Im70) .

DEMOSTRACIO. En efecte, per a tot tPv € F}, x Z™, tenim
(tP0)Tay = (62u) 7 (tP0) (£2u) = 7222 7 Lou = tP (v)y, .

Es a dir, ¢ = vy, Q =1 i P =0, com voliem demostrar. O

Establim a continuacié una descomposicié particularment simple i conve-
nient dels automorfismes de F,, x Z™ que ens permetra obtenir com a con-
seqliencia gairebé immediata el caracter finitament generat de Aut(F, xZ™).

LEMA 4.3. Sigui (¢, Q,P) un automorfisme genéric de F,, x Z™, aleshores
es té

(17) (6,Q,P) = (6,1, 0) (idp,, Q,0) (idf,, Im, A™'P) .

DEMOSTRACIO. Es una comprovacié rutinaria que el producte (14) dels tres
elements de la dreta és igual a I’element de ’esquerra,

(¢,Im,0) (idr,, Q,0) (idr,, Im, A™'P) = (¢,Q,0) (idr,, Im, A™'P) = (4, Q, P).
[m]

El lema anterior ens diu que podem pensar tot automorfisme de F,, x Z™ com
a ‘producte’ d’un automorfisme de F),, un element de GL,,(Z) i una matriu
de Myxm(Z). Sera suficient aleshores donar un sistema de generadors finit
de cadascun dels constituents per obtenir-ne un de Aut(F,, x Z™).

PROPOSICIO 4.4. El grup Aut(F, x Z™) és finitament generat.

DEMOSTRACIO. Observem, en primer lloc, que es tenen els tres monomor-
fismes naturals segiients:
Aut(F,) - Aut(F,xZ™)
¢ ~ (¢:Im,0) ’
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GL(Z) - Aut(F,xZ™)
Q = (iana Qa O)

Mpxm(Z) - Aut(F, xZ™)
P ~ (idg,Im,P) ’

on les operacions als grups de I’esquerra sén respectivament: la composicié
d’automorfismes a Aut(F},), el producte de matrius a GL,,(Z), i la suma

, 1

de matrius a Myn(Z). Es rutinari a partir de (14’) que les anteriors
aplicacions (evidentment injectives) sén morfismes.

Ara, en vista de la descomposicié (17), sera suficient donar sistemes de
generadors finits per als tres grups origen i considerar les seves respectives
immersions (mitjangant els monomorfismes anteriors) en Aut(F,, x Z™).

Aixi doncs, podem prendre els segiients sistemes de generadors:

e les transformacions elementals de Nielsen, {ny }x, per Aut(F},);
e les matrius elementals, {E;};, per GL,,(Z); i
e les n x m matrius canoniques

Mj; = i 1|,

per (Myuxm(Z),+).
Obtenint el segiient sistema de generadors finit per Aut(F, x Z™),

(18) {(:Im, 0) }1 U {(idF, , E1,0) }; U {(idF, , Im, Mjj) }ij -

Aquest és un resultat ja conegut en un ambit molt més general. A [10], Lau-
rence dona un sistema de generadors finit per al grup d’automorfismes del
PC-group de tot graf finit. Donat que F,, xZ™ és el PC-group definit pel join
graph del graf nul de n vertexs (que identificarem amb els generadors {x;};
de F,,) i el graf complet de m vertexs (que identificarem amb els generadors
{tj}; de Z™), podem traduir al nostre cas els automorfismes generadors
donats per Laurence resultant essencialment (amb certes redundancies) els
mateixos que hem obtingut aqui. Concretament,

e els graph automorphisms (automorfismes que permuten vertexs) només
poden permutar entre si vertexs del mateix subgraf constituent. Obte-
nim per tant automorfismes de la forma (o, Iy, 0) amb o automorfisme
de F,, que permuta el conjunt {z;}; (de vegades considerat elemental
de Nielsen) i (idp,,Qp,0) amb Qp matriu de permutaci6 i per tant
elemental.
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e Les inversions (automorfismes que inverteixen un vertex i fixen la res-
ta) prenen, en el nostre cas, les formes (idg,,Im — 2Mj;,0) on és clar
que I, — 2Mj; és una matriu elemental de GL;,,(Z) i (0g;,Im,0) amb
o, V'automorfisme (elemental de Nielsen) de F, que envia z; — x;l i
fixa la resta (j € [1,m], i€ [1,n]).

e les transvections (automorfismes amb 1 "tinic vertex no fix = transformat
d’acord amb z ~ 2y*! o0 z — y*lz, on y # = és un vertex que té les
mateixes adjacéncies que x, excepte les que suposarien llagos) donen
sobre F), x Z™ la segiient casuistica:

Siz=x;iy=x;amb j#i (les adjacencies d’ambdds sén amb els {¢;})
obtenim els automorfismes (3, Iy, 0) amb S (elemental de Nielsen) que
envia z; a xixji-l o lexi i fixa la resta.

Siz=uwx;iy=t; (els t; sén adjacents entre ells, i per tant, als veins
de z;) tenim l'automorfisme que envia z; — tji-lxi = xit;-cl i fixa la resta.
En la nostra notacié sén (idg, , Im, £Mj;) (j € [1,m], i€ [1,n]).
Siz=t;iy=1t,amb j+k (t té les adjacencies de t; excepte el llag a tj)
queda I'automorfisme que envia t; tjtzl = tzltj. Aixi doncs, d’aquest
tercer cas obtenim la familia (idf,,Im £ Mjk,0) (j,k € [1,m] tals que
j # k), on, de nou, és clar que les I, + Mk s6n matrius elementals.

Observem que amb els graph automorphisms, les inversions, i les transvec-
tions obtenim ja tots els generadors de (18). Descriurem, no obstant, per
completesa, ’aspecte que tenen en el nostre cas el quart i ultim tipus d’au-
tomorfismes donats per Laurence,

e els locally inner automorphisms s’obtenen mitjancant el segilient pro-
cediment. Donat un vertex x, sigui A el subgraf resultant d’eliminar
del graf original el vertex z, els vertexs adjacents a x i les arestes in-
cidents als vertexs eliminats. Aleshores per a cada subgraf Z unié de
components connexes de A considerem ’automorfisme (locally inner)
que a tot vertex y de = el transforma conjugant-lo per x i deixa fixes
la resta.

En el nostre cas, si partim d’un dels z;, el subgraf A associat és el graf
nul que té per vertexs els {z;};« restants; aleshores, els possibles =
no sén més que els subconjunts de {x;};+,. D’aquesta manera obtenim
per cada z; i cada S € {x;};+, 'automorfisme (v, 5,Im,0) de Fj, xZ™,
on 7z, s ¢s 'automorfisme de F;, que envia tot z3, € S a :L‘l-xka:i_l i deixa,
fixes els vertexs de {z;}; \ S.

Observem per iltim que si partim de qualsevol dels ¢;, el corresponent
subgraf A és buit i en conseqiiencia també ho és 'inic = a conside-
rar. Per tant tots els locally inner automorphisms provinents de les
t;s prenen la forma (idg,,Im,0), és a dir la forma de 'automorfisme
identitat de Fj, x Z™, que evidentment no cal incloure en cap sistema
de generadors.
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Problemes algorismics






Capitol 3
Problemes resolts

“Begin at the beginning and go
on till you come to the end:
then stop.”

The King

Un problema de decisié és un enunciat que, en funcié d’unes certes dades
d’entrada, assoleix un entre dos valors possibles (tipicament veritable i
fals). Una solucié algorismica d’un problema de decisié és un procediment
computacional (expressable, per exemple, en termes d’'una maquina de Tu-
ring) que a partir de les dades d’entrada, retorni SI en cas que l'expressio
prengui el valor veritable, i retorni NO en cas contrari. Quan disposem
d’un tal algorisme direm que el problema de decisi6 és algorismicament de-
cidible. Sovint, sobreentenent el caracter algorismic del plantejament direm
simplement que el problema és decidible o resoluble.

Des d’'un punt de vista algorismic I’enunciat ”sigui G un grup” no és sufi-
cientment precis. El comportament algorismic d’un grup pot dependre de
la forma com ens ha estat donat. Aixi doncs, pel que fa als problemes de
decisié algorismica per a grups, suposarem sempre que els ingredients del
problema ens han estat donats de forma algorismica: els elements han d’es-
tar representats per objectes finits, els processos de multiplicacié i inversié
han de poder realitzar-se de forma algorismica i els morfismes entre grups
han d’estar representats per una quantitat finita d’informacié de manera
que hom pugui computar algorismicament les imatges.

Un cop establerta la connexié entre 'univers lliure per lliure-abelia i els seus
factors, es fa pales que certs problemes de decisi6 algorismica a G = Fj, x Z™
es traduiran en les respectives versions del problema sobre la part lliure (on
ja es disposa de molts resultats) i la part lliure-abeliana (sobre la que alguns
dels problemes de decisié prenen una forma trivial o resoluble facilment amb
algebra lineal), juntament amb una certa complicacié derivada de com estan
entrellacades a G les parts lliures i lliure-abelianes del problema. Succeeix

35
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que aquest entrellacament és, en molt casos, de tipus lineal i per tant ataca-
ble amb eines classiques. Aixi, tractarem de reduir els problemes de decisié
que considerarem sobre els nostres grups, als problemes homonims sobre el
grup lliure, juntament amb un problema abelia més o menys sofisticat.

En tota la part algorismica suposarem, si no s’indica el contrari, que el grup
lliure per lliure abelia sobre el que es plantegen els problemes és finitament
generat i donat per una presentacio finita, concretament

(19) G=F,xZ"=(X|)x(T|[T,T])=(X,T|[XuT,T])

on n,m e N, X ={xy,...,2,} 1 T = {t1,...,t} s6n conjunts disjunts, i
[X uT,T] és el conjunt de commutadors de X uT amb 7. Suposarem
també que els elements, subgrups, morfismes i altres objectes associats al
grup G que apareguin en els problemes de decisié venen, per defecte, donats
algorismicament en termes de la presentacié anterior.

Comentem, a mode introductori, ’aparenca que prenen en el nostre cas els
tres problemes classics de Dehn i la seva decidibilitat.

e el word problem, WP (F,, x Z™), consistent en decidir, donada una pa-

raula en els generadors (que estem suposant sén els X, T donats per la
presentacid), si aquesta paraula representa ’element neutre a G.
De forma semblant al que succela en els casos lliure i lliure-abelia,
Iexistencia d’una forma normal per als elements de G converteix el
problema en trivial. Aixi, d’acord amb el lema 1.1, donada una paraula
g=9(X,T) en els generadors, només cal posar-la en forma normal t® u
(procés evidentment algorismic). Aleshores g =g 1 siinoméssia=01i
u = 1. Per tant, el word problem per als grups F,, x Z" és decidible.

e el conjugacy problem, CP(F,,xZ™), consistent en decidir, donades dues

paraules qualssevol en els generadors, si aquestes representen elements
conjugats a G.
Un cop escrites les dues paraules en forma normal, t2u i tPv, el pro-
blema consisteix en decidir sobre 'existéncia d’un cert t®w € G tal que
(t°w) ! t2utw = tPv. Després de les manipulacions obvies derivades
de la commutativitat de les t", tot queda reduit a comprovar si a="b
i decidir si u i v sén conjugats a F,, és a dir al conjucacy problem de
F,, (decidible mitjancant un procés de reducci6 ciclica i cancel.lacid).
Aixi doncs, el conjucacy problem per als grups F,, x Z™ és decidible.

e Uisomorphism problem, IP(F,, x Z™), consistent en decidir, donades
dues presentacions finites de grups lliure per lliure-abelia, si presen-
ten grups isomorfs. (Evidentment, ara no estem pressuposant que les
presentacions siguin de la forma (19)).

Tal i com hem demostrat al corol.lari 3.2, un argument diagonal junta-
ment amb la caracteritzacié 2.6 proporcionen facilment la decidibilitat
de I'isomorphism problem per als grups F;, x Z™.
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Estudiem a continuacié, una primera generalitzacié natural, bastant imme-
diata en el nostre cas, del word problem de Dehn.

1. Membership problem

Si H és un subgrup finitament generat de G, el membership problem per H a
G, MP(H, @), és el problema consistent en decidir, donat un element g € G
qualsevol, si g € H. El (generalized) membership problem per G, MP(G),
és el problema consistent en decidir, donats un subgrup finitament generat
H < @G arbitrari i un element g € G qualsevol, si g € H.

En ambdés casos estem suposant, com sempre, que H ve donat per un
nombre finit {hq,...,hs} de generadors, i tant aquests com g, com a paraules
en els generadors originals de G.

En els casos de F}, i1 Z™ el membership problem és facilment decidible. Per a
F,,, es tracta només de si es pot o no llegir la paraula corresponent a g sobre
el folded graph de Stallings de H, i el cas lliure-abelia és de comprovacid
immediata.

ProposiciO 1.1. El membership problem del grup G = F,, x Z™ és decidible,
i en cas afirmatiu (i.e. quan g € H) podem calcular l’expressid de g en termes
dels generadors de H.

DEMOSTRACIO. Siguin ¢, hq,...,hs paraules en els generadors X,T de G.
Volem decidir algorismicament si, pensades com a elements de GG, es compleix

ge(hy,... hs)=H.

Es clar, en primer lloc, que a efectes del que ens interessa podem suposar les
paraules anteriors escrites en forma normal, ja que si no ho estan d’entrada,
el procediment de conversié a forma normal es pot fer, certament, de manera
algorismica.

Siguin doncs, g = t* u un element qualsevol de G, i E = Ex u E7 una a-base
de H (que podem calcular a partir de {hq,...,hs} d’acord amb la proposici6
4.2). Ara, el segiient procediment decideix el membership problem de G:

(1) Decidim si u € ((Ex)m).
Aix0 no és més que el membership problem a F,, que podem decidir ja
que disposem de (Ex)m conjunt de generadors (de fet base lliure) de
(Ex)m).
En cas de resposta negativa (la part lliure de g no esta continguda a la
projecci6 lliure de H i per tant g ¢ H) també ho sera la del membership
problem de G. Si la resposta és afirmativa passem al punt segiient.
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(2) Decidim si (ua) tg e (Er).
Es clar per construccié que (ua)_1 g € Z™, aleshores només es tracta de
determinar ’existencia de solucions d’un sistema diofantic lineal, i el
problema és, per tant, decidible.

En segon lloc, hem vist també a la proposicié 4.2 que donats un element
g i una base E de H, podiem obtenir algorismicament ’expressié de g en
base E. 1 com el procés d’obtencié de la base E a partir dels generadors
originals és reversible, podrem també calcular 'expressié de g en termes
d’aquests. O

2. Subgrups d’index finit

En aquest apartat I'objectiu és decidir, per un subgrup H < G generat per
una familia finita d’elements de G, si és o no d’index finit, i, si la resposta és
afirmativa buscar una col.leccié de representants de les corresponents classes
laterals.

Comencem recordant amb un lema un parell propietats elementals que ne-
cessitarem sobre el comportament de I'index sota epimorfismes.

LEMA 2.1. Siguin G 1 G' grups qualssevol i p: G - G’ un epimorfisme entre
ells, aleshores:

(a) H<G = [G':Hp]<[G:H],

en particular, H <g;, G = Hp<z; G'.
(b) <G = (¢ H)=[G:H)p '],

en particular, H' <;; G' < H'p™'<;; G.

DEMOSTRACIO. (a) Es suficient veure que l'aplicacié Hz — (Hz)p del con-
junt de classes laterals per la dreta de G modul H en el conjunt classes
laterals per la dreta de G' modul Hp esta ben definida i és exhaustiva.

Esta ben definida donat que la imatge de qualsevol subconjunt és tnica
i (Hx)p = (Hp)xp és una classe lateral per la dreta de G’ modul Hp.
L’exhaustivitat és conseqiiencia immediata de la de p, en efecte, per a tota
(Hp)x' classe lateral per la dreta de G’ modul Hp, 2’ € G', i en ser p
exhaustiva existeix un = € G tal que zp = z’. Per tant (Hz)p = (Hp)zp =
(Hp)x' i tota classe lateral per la dreta de G’ modul Hp és imatge per
I’aplicacié donada d’una classe lateral per la dreta de G modul H, tal i com
voliem veure.

(b) Considerem ara I’aplicacié H'z' ~ (H'z")p* del conjunt de classes la-
terals per la dreta de G’ modul H' en el conjunt de classes laterals per la
dreta de G modul H'p~!. Volem veure que esta ben definida i és bijectiva.
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Evidentment la preimatge completa d’un conjunt per una aplicacio és tinica.
D’altra banda y € (H'2")p™! si i només si yp (2')~! € H', i de 'exhaustivitat
de p, si i només si yp(zp)™' € H', amb z € G tal que zp = 2’. En ser p
morfisme, I'anterior és equivalent a (yz™')p e H', és a dir ay e (H'p™!) .
Aixi doncs (H'z")p™' = (H'p~!) 2 amb x preimatge de z’ per p, i I'aplicacié
esta ben definida.

L’exhaustivitat es dedueix directament del que acabem de veure, en efecte
donada (H'p™') 2 una classe lateral per la dreta de G modul H'p~!, tenim
que (H'p™Y)x = (H' zp)p~!. La injectivitat és immediata de 'exhaustivitat
de p. o

Observem que si H és un subgrup d’index finit de G = F, x Z™, el primer
apartat del lema 2.1 aplicat a les projeccions lliure, 7 : t®u — u, i abeliana,
T :t%u — t?, estableix la finitud dels indexs [F), : Hm] i [Z™: HT], és a dir

Hrm <y, F,

(20) H<pq Fpx 2™ = { i sj:f;' gm

Per tant la finitud dels indexs [F,, : Hm] i [Z™ : H7] és una condici6 ne-
cessaria per a la de 'index [G : H] de tot subgrup H de G. Ara, si H esta
donat mitjancant una familia finita de generadors, també ho estaran Hw i
HT i, en aquestes condicions, sabem decidir (algorismicament) si els respec-
tius indexs, [F, : Hm| i [Z™ : HT], s6n finits. En el cas lliure, 'index és finit
si i només si tots els vertexs del folded graph de Stallings corresponent al
subgrup H sén complets (i, en tal cas I'index coincideix amb el nombre de
vertexs); mentre que, com és ben sabut, un subgrup de Z™ té index finit si
i només si té rang m. Es clar que tant el procés d’obtencié del folded graph,
com la determinacié del rang d’un subgrup d’un grup abelia sén processos
algorismics.

Aixi doncs, si algun dels dos indexs [F,, : Hr] i [Z™ : H7] no és finit
tampoc ho sera [G : H] i haurem acabat. Notem que la situaci6é contraria
(quan ambddés indexs sén finits) també conclouria si la implicacié reciproca
de (20) fos certa, perd aquest no és el cas, com prova el segiient senzill
contraexemple.

EXEMPLE 3. Considerem a G = Fy x Z? = (a,b |) x (s,t | [s,t]) el subgrup
H = (sa,tb). Bs clar que Hr = Fy i Hr = Z? i per tant els indexs [Fy : Hr]
i [Z?: Hr] s6n finits (iguals a 1), mentre que I'index [F;, x Z™ : H] no pot
ser finit ja que cap poténcia de a pertany a H.

Sembla raonable, per tant, intentar reforgar les condicions necessaries de
(20) (mantenint tant la seva necessarietat com el caracter algorismic de la
seva decisié) per fer-les també suficients i aixi poder deduir la finitud de
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[G : H] del seu compliment. Una temptativa natural en aquesta direcci6
és substituir a (20), Hm i HT per subgrups seus adients. Veurem en el
que resta de seccié que l'estrategia proposada és reeixida considerant els
subgrups HnF, < Hr i HnZ™ < HT.

LEMA 2.2. Siguin G un grup qualsevol i H, K subgrups de G, aleshores
[K:HnK]|<[G:H],
en particular, H <;; G = HnK <p; K.

DEMOSTRACIO. Vegem que I'aplicacié (H n K)k — Hk entre el conjunt de
classes laterals per la dreta de K modul HnK i el conjunt de classes laterals
per la dreta de G modul H esta ben definida i és injectiva. En efecte, tenim
per a tot k, k' € K,

(HnK)k=(HnK)k < Kk'eHnK < kKk'eH < Hk=HEK.

La relacio de ’enunciat no és més que l’efecte sobre els cardinals dels conjunts
de classes (indexs) de l'existéncia d’una injeccié entre ells. i

LEMA 2.3. Siguin G1 i Go grups qualssevol, G = G1 x Gy el seu producte
directe i H un subgrup de G, aleshores

[GlXGQ:H]é[GliﬂﬁGl]'[GziHﬂGg],

en particular, H <y; G siinomés si HNG1 <y, G1 it HnGa <y, Go.

DEMOSTRACIO. Vegem que ’aplicacié
(Hﬂ Gl)\Gl X (Hﬂ GQ)\GQ —> H\(G1 X Gg)
((HnGi)g1, (HnG2)gs ) +— Hagigo

esta ben definida i és exhaustiva. En efecte, siguin (HnG1) g1 = (HnG1) ¢}
i (HnG2)go = (HNG2) g, ésadir g] g7t € HNG1 i gh g;' € HNGy, aleshores
ambdds pertanyen a H i per tant també g} g71gh g5' € H. Ara, en estar Gy
i G5 en producte directe, els seus elements commuten entre si, llavors

(21)

-1 -1 -1 -1 -1
9291(9192)" = 029192 91 = 9191 92 92 €H ,
i, per tant, H g} g1 = H g1go, i Paplicaci6 esta ben definida. L’exhaustivitat
és obvia.

Aixi doncs, queda demostrada la desigualtat de I’enunciat. Aleshores és
evident que si els dos indexs [G1: HNG1] i [Ga: HnGz] sén finits, també
ho sera [G1 x Gy : H]. El reciproc és conseqiiéncia directa del lema 2.2. o

Aquest lema juntament amb el 2.2 aplicats al nostre cas (G = F,, x Z™)
proporcionen ja la caracteritzacié que buscavem.
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COROL.LARI 2.4. Siguin G = F,, x Z™ i H < G, aleshores
(22) [FxZ™ - H|<[F,:HnF,]-[Z™:-HnZ"],

en particular, H <p; G siinomés si HNF, <;; F, t HNZ™ <55 Z™. O

Pel que fa al calcul de I'index de H, la desigualtat (22), que tant pot ser
estricta com assolir la igualtat, només ens en proporciona una fita. Veiem-ho
amb un exemple.

EXEMPLE 4. Sigui G = Fy x Z2 = (a,b |) x (s,t | [s,t]) i considerem els
subgrups K = (a,b? bab) i K’ = (s,t?). K és un subgrup del grup lliure
(a,b]|) que té folded graph de Stallings

b
@k—\
GC Y.Ca

amb tots dos vertexs complets, i per tant index 2 a F,. Més concretament,
el graf anterior proporciona els representants {1,b} de les classes laterals per
la dreta modul K. D’altra banda, és evident que Z2 = (s,t) = K’ u tK' i per
tant [Fp: K]=[Z?: K']=2.

Ara és facil veure que el nou subgrup H = (a, b?, bab, s, t?), amb interseccions
HnF,=KiHnZ?=K' té index 4 a G (el conjunt {1,b,t,tb} constitu-
eix un sistema complet de representants de les classes laterals per la dreta
modul H) i hem construit un cas en el que I'expressié (22) assoleix la igualtat

[FoxZ?:H]=4=2-2=[F,: HnF)]-[Z*: HnZ%].

Considerem finalment el subgrup H' obtingut afegint un nou generador tb
als generadors de H, és a dir H' = (a, b?, bab, 5,12, tb). Es clar, que modul H’',
podem identificar les classes laterals per la dreta amb representants 1 i tb, i
les classes amb representants b i ¢, i que aquestes sén totes les identificacions
possibles. Aix{ doncs, el conjunt {1,b} és un sistema complet de representats
de les classes laterals per la dreta de H' que és, per tant, un subgrup d’index
2 de G. Per altra banda és evident que les interseccions de H amb F,, i Z™
coincideixen amb les respectives de H i per tant tenen el mateix index (2)
en els ambients corresponents. En definitiva, per al subgrup H' es té

[FoxZ?:H'1=2<2-2=[F,: H' nF,]-[Z*: H nZ%],

constituint aquest un cas en el que la desigualtat a (22) és estricta.

Com a conseqiiéncia immediata del lema 2.4, si H ens ha estat donat mit-
jancant un conjunt finit de generadors, podrem decidir algorismicament so-
bre la finitud del seu index a G quan puguem fer-ho sobre la del de Hn F), a
F,, (és clar que sempre podrem validar algorismicament la finitud de I'index
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d’un subgrup de Z™ sense més que comprovar si el seu rang és maxim). Es-
tudiem doncs aquest cas; sigui H un subgrup de F, xZ™ que podem suposar
(proposicié 4.2) donat per una base

E={t%uy, ...ty tPr . P}

amb n',;m’ € N, ay,...,an € Z™, {uq,...,uy} base lliure de Hr < F,,, i
{b1,...,bm} base lliure-abeliana de H nZ™ < Z™. Com ja hem fet anteri-
orment, escriurem L = (by,...,by) i A la matriu sencera n’ x m que té per

files els aj € Z, i € [1,n/].
LEMA 2.5. Amb aquestes notacions, tenim
HnF,={weF,|0ccypg}={weF,|wAeL}<Hnr

on w és l'abelianitzacio de la paraula w que expressa w en termes de la base
{uy,...,un, } de Hr.

DEMOSTRACIO. La primera igualtat és conseqiiéncia immediata de la defi-
nici6 de la complecié abeliana, ¢, p, de w en H; mentre que la segona ho és
del corol.lari 4.4, en efecte 0 € WA + L si i només si wA € L. O

Z . . . . ., . !
Es a dir, si anomenem p I’abelianitzacié de Fj,/, 1 A:Z™ — Z™ el morfisme
v — VA corresponent a multiplicar per 'esquerra de la matriu A, tenim

v/ v/ v/ v/
HnF, 2 (LA Yp <+ (L)A™ = L,

on hem designat A™' i p~! les preimatges per les corresponents aplicacions.

Aixi doncs, hem expressat H n F;, com a preimatge completa per un epi-
morfisme d’un subgrup que sabem calcular, i sobre el que és rutinari decidir
si és d’index finit. Ara el lema 2.1.(b) ens permet traslladar el resultat a
H n F, i, usant el corol.lari 2.4, concloure.

PROPOSICIO 2.6. Si H és un subgrup de G = F,, x Z"™ donat per una familia
finita de generadors, aleshores podem decidir algorismicament st H té index
finit a G 1, en cas afirmatiu, calcular Uindex i un sistema de representants
de les classes laterals de G modul H.

DEMOSTRACIO. Del corol.lari 2.4 sabem que H té index finit a G si i només
si s6n finits els indexs [F, : HNn F,] i [Z™ : L], on L = HNZ™. Ara bé,
d’acord amb el que hem vist, tenim

(YA Yp ' HnF, <Hrn < F, .
Es ben conegut que en aquestes circumstancies

[F,:HnFE,|=[F,:Hr]-[Hr: HnF,] ,
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per tant, H n F}, té index finit a F), si i només si els dos indexs de la dreta
son finits. La finitud del primer d’ells és decidible sense més que comprovar
si el folded graph de Stallings obtingut a partir de les imatges per m dels
generadors de H és complet. Per decidir sobre la finitud de [Hw : H n F, ]
observem que, en ser H n F, = (L)A !p~! amb p epimorfisme, del lema
2.1.(b) es deducix que aquesta és equivalent a la de [Z" : (L)A™'].

En definitiva, la finitud de I'index de H a G ha quedat reduida a la finitud de
I'index [F), : Hr] (decidible a partir del folded graph de Stallings) juntament
a la dels indexs de dos subgrups calculables ([Z™ : L] i [Z" : (L)A™']) de
respectius grups lliure-abelians. Evidentment els dos darrers indexs seran
finits si i només si els corresponents subgrups sén de rang maxim i aquesta
condicié és obviament decidible.

Vegem ara que, en el cas de ser H d’index finit a G, podem calcular una
familia de representants de les classes laterals i, per tant, I'index. Obser-
vem en primer lloc que els plantejaments usats anteriorment per establir
la finitud dels indexs [F, : Hr], [Z" : (L)A™'] i [Z™ : L] proporcionen
també formes algorismiques de determinar families de representants de les
respectives classes laterals. En el primer cas, sabem que les classes late-
rals per la dreta es corresponen biunivocament amb els vertexs (que seran
complets) del folded graph de Stallings de Hm, evidentment calculable. Les
classes laterals modul subgrups de grups lliure-abelians finitament generats,
s6n facilment calculables a partir de bases respectives (per una descripcié
detallada del procediment, veure la demostracié de la proposicié 3.7).

Ara, si Hn\F, = {(Hm)w;}; i (Hn F,)\Hn = {(H n F,)v;};, aleshores
(H n F)\Fn = {(H n F,)vju;}i; és una familia de representants de les
classes laterals per la dreta de F,, modul H n F,,. Amb aquesta i la que
tenim per Z™ /L, només hem d’usar I'aplicacié (21) i, usant el membership
problem a H, descartar repeticions per obtenir una familia de representants

de les classes laterals de G modul H. Evidentment el seu cardinal sera
I'index de H a G. O

OBSERVACIO 10. Per a H <ti. G = F, x Z™ cal descartar qualsevol igualtat
tipus formula de Schreier que expressi I'index en funcié dels rangs escindits
de H i G. Es suficient considerar a G = Fy x Z = {a,b |) x (¢ |) els sub-
grups H = (a,b,t%) i K = (a,b? bab,t), ambdés d’index 2 a G, perd amb
rang(H) = (2,1) # (3,1) = rang(K).

3. Interseccions i la propietat de Howson

Diem que un grup té la propietat de Howson quan la interseccié de tot parell
de subgrups finitament generats és, de nou, finitament generada.
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La propietat de Howson és trivial per a Z™, on tots els subgrups sén lliures
abelians de rang menor o igual que m i per tant finitament generats. Per a
F,, va ser establerta inicialment pel propi Howson [8] el 1954 i pot deduir-
se també, directament de la finitud de ’ordre del graf del pull-back de dos
subgrups finitament generats qualssevol.

Baumslag, a [2], va establir el 1966 com a generalitzacié del resultat de How-
son la conservacio de la susdita propietat sota productes lliures. L’existéncia
de subgrups finitament generats de F),, x Z™ entrellacats per una part lliure
que abelianitza a zero ens permet construir un contraexemple per a la con-
servaci6 sota productes directes (i en particular, els que estem considerant)
de la propietat de Howson.

PROPOSICIO 3.1. F,xZ™ (n >2,m > 1) no compleix la propietat de Howson.

DEMOSTRACIO. Donem a continuacié un contraexemple.

EXEMPLE 5. Considerem a Fy x Z = (a,b|) x (t|) els subgrups

H =(ta,b) ={t"w|weFyir=|wl},1
K={(ttab)={t'w|weFyir=—-|w}.

Tenim que
HnK = {fw|lweFyir=|wl,=-|w}
= {tYw|weFyi|w|, =0}
({a*ba" |k ezZ}) .

Es facil veure usant Stallings foldings que el darrer conjunt de generadors
(infinit) constitueix una base i és, per tant, minim. En efecte, el folded graph
de Stallings de H n K és

b b b b b b b
a * a ® a * a @ a ® a * a ® a
i arbre maximal format per les arestes etiquetades amb a determina la base
infinita {a *ba® | k € N} de H n K. Aix{ doncs, hem obtingut un subgrup
no finitament generat com a interseccié de dos subgrups H i K finitament
generats 1, en conseqiiencia, F» x Z no compleix la propietat de Howson.

L’exemple donat és, a més, en certa manera minimal, ja que utilitza una
Unica lletra abeliana i tant H com K sén de rang 2.

FEn ser-ne F5xZ subgrup, és evident que el mateix contraexemple és aplicable
a tots els grups de la forma F,, xZ™ ambn > 2im > 1, que tampoc compliran,
per tant, la propietat de Howson. O

OBSERVACIO 11. Tant els dos subgrups donats al darrer exemple com la seva
interseccié sén, en realitat, lliures. Aixi, curiosament, I’anterior és un cas
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de subgrups lliures finitament generats amb interseccié lliure no finitament
generada. Evidentment aixo no constitueix cap contraexemple del resultat
original de Howson, sindé que, més aviat al contrari, ens indica que no és
possible submergir aquests dos subgrups en un ambient lliure comu. Per
una descripcié completa d’aquesta situacié i la seva aplicacié a 'exemple
considerat, veure el corol.lari 3.6 i I’observacié posterior.

Acabem de constatar que un parell de subgrups finitament generats de F, x
Z™ no sempre tindran interseccié finitament generada. Resulta natural,
per tant, tractar de decidir algorismicament, donats dos d’aquests subgrups
(mitjancant generadors), si la seva intersecci6 és o no finitament generada
i, en cas afirmatiu, determinar-ne algorismicament una base. Aix0 és el que
ens proposem a continuacié.

Tal i com hem vist a la seccié 4, podem suposar que els subgrups finitament
generats de partida, venen ja donats en termes d’una base. Siguin doncs

B = {talul,...,tanlum,tbl,...,tbml} base de Hy < F,, x Z™ i

7 / 7 !
Ey = {talu’l,...,tanzu;u,tbl,...,tme} base de Hy < F, x Z™ ;
tenim que
{u1,...,up,} és base de Hiw < F,, {tP1,... tPm1} és base de H; nZ™,

<
{uf,...,u,} és base de How < F, i {tP1, ... tPm2} és base de Hy nZ™.
Per brevetat, escriurem
L; =(b1,...,bm,) subgrup de rang m; de Z™ ,
Ly = (b,...,by,,) subgrup de rang my de Z™

1 també

az aj

A= € Mnlxm(Z) i A,y = € Mngxm(Z) .
an, a;’lz

Recordem (lema 4.3) que podem recuperar H; a partir de la base E; =
{t2uy, ..., t21y, ,tP1, . tPm1) considerant els elements t2w € G, amb w
recorrent el subgrup Him generat pels u; (projeccions a la part lliure dels
elements de la base), i amb a satisfent una certa relacié lineal que, per una
banda fa un recompte absolut de I'aparicié de cadascuna de les u; a w, i les
hi assigna tantes t® com estipula el corresponent exponent aj, i per altra
admet totes les t® que provinguin de la part abeliana de la base

Hy = {t*w(u1,...,up,) |wekF,, ,acwAi+Li}.

Es a dir, H; esta descrit per les paraules w en {uy,...,uy, } acompanyades
de les seves respectives complecions abelianes a Hy, ¢y, ;-

Raonant idénticament per Hs, és ja evident que la interseccié Hy n Hs vindra
donada per les paraules de G amb part lliure w pertanyent a la interseccid
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Hymn Ham tals que les respectives complecions ¢y, g, 1 ¢y, f1, Siguin compati-
bles (no disjuntes), completades per qualsevol element d’aquesta interseccio.
Sera, no obstant, només la projecci6 a la part lliure, (H; n Ha)7, la que de-
terminara el caracter finitament generat de la interseccié Hi n Hs. Aquest
és, de fet, el cas per a qualsevol subgrup de F, x Z™ tal i com mostra el
corol.lari 2.3.

Aixi, el nostre primer objectiu passa per entendre quan (Hjn Hs)7 és finita-
ment generat, i la descripcié anterior suggereix fer-ho a través de Iestudi de
la inclusié (Hyn He)m < Hymn Ham, ja que per a aquest darrer subgrup dis-
posem d’una prou precisa descripcid algorismica. Concretament, donat que
Hym = (uy,...,un,) i Hom = (uf,...,uy,) sén subgrups finitament generats
de F,,, podem usar la tecnica del pull-back de grafs de Stallings per a obtenir
algorismicament una base (que sera finita) {v1,...,vn,} de Himn Ham amb
els seus elements expressables en termes tant de la base de Him com de la
base de Ham. Aixi, tota paraula w en {vi,...,vn,} podra ser reescrita de
forma tinica tant en termes de {uy,...,un, } com en termes de {uf,...,u;, }.
Concretament si és

vg = vg(u1, ..., uy, ) amb v € F,,, grup lliure abstracte de rang ni, i

v = v (ul,...,uy,,) amb v, € Fy,, grup lliure abstracte de rang no,

per a tot k = 1,...,n3, anomenarem pui i uo als morfismes formals defi-
nits de Fry = (s1,...,8ns |) & Foy = (Y1,oo oy Ung [) 1@ Foy = (21,0, 20y |)
respectivament, donats per

Fy & B, 5 F,
k(Wi Yny) — sy — (21,00, 20,)
on k=1,...,n3. Amb les notacions introduides, tindrem que una paraula
w() en les {vi,...,vp,}, un cop substituides les vy per les corresponents
v (@), pren la forma w(7()); aquesta sera una paraula en les {uq,..., upy, }

que anomenarem wi (). Procedint de forma analoga amb D’altra substituci6
obtenim que, en resum, com a elements de G

w(¥) =w(@(i) =wi(d) i w@®)=w@'(@))=w(d).

Aquest llenguatge permet ja precisar la descripcié anterior dels elements
pertanyents a la interseccié de dos subgrups finitament generats en termes
de les respectives bases.

ProrosiciO 3.2. El subgrup Hyn Hy esta constituit pels elements de G amb
part lliure pertanyent a Hymn Hom, i per tant expressable com a paraula de
la forma wy (i) = we ('), tal que

(24) (wlAl + Ll) N (w2A2 + LQ) * J,
completada abelianament pels membres d’aquesta mateiza interseccid; €s a
dir

_ a
HlnH2_{t ’UJEG ae(w1A1+L1)m(w2A2+L2)

w=wi (1) =wy(d') € Hyrn Hom }
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on wi(d) 1 wa(u') son les expressions dels elements w € Hymw n Homw com
a paraules en termes de les bases {uy,...,un, } de Hyw i {uf,...,u,,} de
Hom respectivament, i wy € Z™ 1 wq € Z™? denoten les abelianitzacions de
w1 EFnl iWQEFnT

DEMOSTRACIO. Es tracta només d’aplicar el lema 4.3 considerant les des-
cripcions en termes de les noves bases. O

OBSERVACIO 12. La construccié del pull-back mostra clarament (i de forma
algorismica) el caracter finitament generat de Hym n Ham, de manera que si
la condicié lineal (24) fos superflua i (H; n Ha)7w recobris en realitat tota
la interseccid, hauriem acabat. Veurem pero, mitjancant un exemple, que
la inclusié (Hy n Ho)m < Hywn Haw = (v1,...,Un,) pot ser estricta. Aixo,
donat que F}, té subgrups no finitament generats, obre la possibilitat de que
(Hyn Hy)7 (i per tant Hy n Hy) tampoc ho siguin.

EXEMPLE 6. Considerem a Fy x Z = (a,b |) x (t |) els subgrups H; =
(ta?,bab™t,t?) i Hy = (t2a®,ba,t?), aleshores tenim que

Hym={a®bab™') | L,=27,
Hom = (a®, ba) i Ly=27.

Ara, el pull-back dels folded graphs de Stallings corresponents als subgrups
Hy7 i Hym proporciona la base {a% ba®b™!} de la seva intersecci6. En efecte,
tenim

a
Hyirm: .C@\/OQ a 1 Hom: @@o .
a b
b

I el pull-back

N

© .
ia l
bl ® |a e ° °
[} o". ° o'b
és un folded graph connex sense vertexs de valencia 1, i per tant, el folded
graph de Stallings de Him n Hom. Prenent ara I'arbre maximal obtingut
eliminant del pull-back les arestes representades amb linia discontinua és ja
evident la base esmentada.

Es a dir, tenim

(Hy n Hy)w < Hymn Hom = (a8, bab71) .
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Veurem a continuacié que a® ¢ (HinH2)7 i per tant la inclusi6 és estricta. En
efecte a% € (Hy n Ho)7 si i només si existeix un p € Z tal que tPa® € Hy n Ho,
aix0 és, si les complecions abelianes de a® a H; i Hy tenen algun element
comu.

Ara, com que {a?,bab '} és base de Hym, és clar que a H; una paraula amb
part lliure a® expressada en termes dels generadors donats: no admet la
participacié no trivial del generador bab™!, involucra exactament tres apa-
ricions (netes) del generador a® 1 admet qualsevol nombre d’aparicions del
generador t? ja que aquest només afecta a la part abeliana.

Aix{ doncs, la complecié abeliana de a® a H; aglutina les tres ¢ ® provinents de
les corresponents aparicions netes de ta? i el nombre indeterminat de parells
de t*® provinents de les aparicions de ¢, en resum, CaS b, = P EL | tPal €
Hy} =3+27 =1+2Z, és a dir, a® només pot aparcixer a H; completada per
un (de fet qualsevol) sencer senar. Arguments practicament identics sobre
els generadors de Hy condueixen a la segiient complecié abeliana de a® a Ho,
Cab.H, =P €L tPa® € Ho) = 4 + 27 = 27, aixd és, a® només pot apareixer
a Hy completada per un (de fet qualsevol) sencer parell. En definitiva, no
serd possible completar a® de manera que es satisfacin les dues pertinences,
per tant a8 ¢ (Hy n Ho)7 i la inclusié (Hy n He)w < Hym n Hom és estricta,
tal i com voliem veure.

Per tant, el nostre coneixement de H;mnHom no conclou i haurem de recérrer
a la descripcié explicita de (H; n He)m donada per la proposicié 3.2 per
tractar d’identificar sota quines condicions és finitament generada.

El segiient diagrama permet una visualitzacié bastant aclaridora de la situ-
acio,

(H1 n H2)7T
IN

Hw Himn Hom Hyr
(25) f%'; m fL:E, e ;,;
p1 Il s I e
g o< M oms M2 oy
A, Az
gm

on hem designat:
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e p; les abelianitzacions F,,, - Z™ (i =1,2,3),

e M;: 7" — Z™ D'abelianitzacié del morfisme pu; (i = 1,2) que pensarem
com a producte per I’esquerra de la matriu corresponent, v — vIM;, i

e A;:7Z" — 7Z™ el morfisme v — vA; corresponent a multiplicar per
lesquerra de la matriu homonima (i = 1,2).

Si interpretem la proposicié 3.2 en termes d’aquest diagrama, en particular,
obtenim el segilient lema.

LEMA 3.3. (Hyn Hy)m esta descrit per les paraules w(v) € Hym n Hom tals
que

(24) (wp1p1 A1 + L) n(wpopaAa+ L) +@ . O

Utilitzant ara el cami alternatiu donat per les linies discontinues a (25)
podem traslladar el problema essencialment a I’ambit abelia. Anomenant
R; = M1A; i Ry = M2Ag (calculables a partir de les dades de que dispo-
sem) obtenim

(H1 n H2)7T
IN
H17T n H27T

112

F.,

.
R )

zm.

Aleshores, la condicié (24’) queda
(247) (wpsR1+L1)n(wpsRa + Lo) # T,

i hem reduit la intersecci6 (H; n Hy)m buscada a la preimatge per ps del
conjunt de solucions d’un problema abelia (i algorismic).

PROPOSICIO 3.4. Amb les notacions usades,
(26) (Hy n Hy)w = {w(?) € Hymn Hom |we Mp3ty = Mp3' < Fy, |

on M={ceZ™| (cRi1+Li)n(cRa+ Ly) # @} és un subgrup de 7" del
que podem calcular efectivament una base. Concretament M és el conjunt
de preimatges per Rq1 — Ro del subgrup L1+ Lo <Z™, és a dir

M= (L +Ls)(Ry -Rp) ' <2™ .

DEMOSTRACIO. La igualtat (26) no és més que l'establerta al lema 3.3 amb
la condicié equivalent (24”). Es obvi que M ¢ Z™; amb més precisié ¢ € M
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siinomés si cR1+1; = cRg+lg peracertsly € L1 il € Lo, 0 equivalentment,
sic(Ry1-Rg)e L+ Lo.

Per tant

M= (L +Lo)(Ry -Ra) L.
Es a dir, obtenim M com a preimatge per una aplicacid lineal calculable
(R1-Rx2), de la suma de dos subgrups Lj i Ly que tenim donats en termes

de bases respectives. En aquestes condicions és ja evident que M és subgrup
de Z™ i el calcul d’una base és un senzill exercici d’algebra lineal. ]

El segiient diagrama resumeix la situacié i posa en context el resultat ante-
rior

P3 Ri-R2

(27) HimtnHomw = Iy, 7.3 7m
V/ v/ v/ v/
(HlﬂHg)ﬂ' = Mp?:l I M t L1+ Loy -

Passem a donar el resultat que converteix el nostre problema (la deter-
minacié del caracter finitament generat de la interseccié de dos subgrups
finitament generats de F, x Z™) en un de plenament abelia, i resoluble al-
gorismicament sempre que els subgrups ens hagin estat donats mitjancant
una familia finita de generadors.

TEOREMA 3.5. Siguin Hy i Ho subgrups finitament generats de F, xZ™ amb
ng 1@ M com abans. Tenim que

(a) (Hyn Hs)m és trivial si i només sing=0,1 14 M =0,
(b) si (HynHy)mw # 1, aleshores la interseccic Hy n Hy és finitament gene-
rada si i només si M té index finit a 7.

DEMOSTRACIO. (a) Observem en primer lloc que Iabelianitzacié ps: F),, —
Z"3 és injectiva siinomés sing = 0o 1. Trivialment, per als casos considerats
p3 ha de ser igual a la corresponent identitat i per tant injectiva, mentre
que per ng > 2, ker(ps) = ([Fng, Fny]) ni tan sols té rang finit. Aixi, si
(HinHs)m =~ Mp3' = 1, ha de ser, per una banda ker(p3) = 1 i per tant ng = 0
o 1 (ja que en ser M subgrup de Z", el ker(p3) ha d’estar inclos a Mp3');
i per altra M = Mp3'ps = 1p3 =0 (en ser p3 exhaustiva). La implicaci6 cap
a ’esquerra és evident de la caracteritzacié inicial de la injectivitat de ps.

(b) Ja sabem que HinHj és finitament generat si i només si ho és (Hy N Ho)w
M pgl. Suposem que M pgl # 1; donat que M és subgrup de Z™ (abelia),
és normal, i per tant també sera normal a F,,, la seva preimatge (que estem
suposant no trivial) pel morfisme p3; és a dir tindrem 1 # M pgl < F,. Ara
bé, és ben sabut (veure per exemple [11], pags. 16-18) que tot subgrup
normal no trivial d’un grup lliure de rang finit és finitament generat si i
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només si és d'index finit. Per tant, quan Mp3' # 1, Hy n Hy sera finitament
generat si i només si M pgl té index finit a F,,. I, com que p3: Fy,, = Z™3 és
exhaustiu, el segon apartat del lema 2.1 conclou la demostracié. En efecte,
d’acord amb el lema, M p3' té index finit a F),, si i només si M té index finit
azZms. O

Remarquem que les condicions del teorema sén expressables abelianament
(a partir de M) i calculables si disposem de generadors per Hy i Ho.

Restringint la nostra atencié només als subgrups lliures de rang finit podem
donar una versié més senzilla del teorema 3.5.

COROL.LARI 3.6. Siguin Hy i Ho subgrups lliures no abelians de rang finit
de F,, x Z™, aleshores la seva interseccid €s finitament generada si i només
st té projeccio trivial a la part lliure o Rq = Ra.

DEMOSTRACIO. En les condicions de I’enunciat existiran bases de Hy i Hs
amb les corresponents Ly i Lo satisfent Ly = Ly = 0. Aleshores M = (L1 +
LQ)(Rl — Rz)_l = {0}(R1 — Rz)_l = ker(R1 — Rz) té index finit a Z™ si i
només si ker(Rj; — Rg) té rang maxim, és a dir si Ry — Rz =0, i el teorema
3.5 pren, en aquest cas, la forma donada. O

Podem ara revisar alguns resultats coneguts amb les noves eines.

OBSERVACIO 13. Recuperem en primer lloc 'exemple 5 (en que la interseccié
de dos subgrups lliures de rang 2 de F, x Z era no finitament generada) per
analitzar-lo sota la llum del corol.lari anterior. Tenfem a Fh x Z = (a,b |
) x (t |} els subgrups H amb base {ta,b} i K amb base {t'a,b}. Aleshores
és clar que Ay = (}) 1 Az = (), mentre que Hr = K= Htn K = Fy i
podem prendre {a,b} com a base de tots ells (en particular ng = 2 i per tant
(Hyn Hy)m #1). En aquestes circumstancies p; = pg = idp,, M1 = Mg =12
i per tant Ry =I2(}) = (§) # () =I2(3) = R2. Obtenim, doncs, del
corol.lari anterior, que la interseccié Hy N Ha no és finitament generada tal
i com ja haviem vist calculant-la explicitament.

De forma similar, si considerem Hp i Ho subgrups finitament generats de
F, < F, xZ™ sera A1 = 01 Az = 0 (no necessariament de les mateixes
dimensions). Per tant, independentment de l'expressié de i i uo, tindrem
R1 =0=Rx3 i el corol.lari no fa més que corroborar la propietat de Howson
per als grups lliures finitament generats.

Obtenim finalment, com a conseqiiencia del teorema 3.5, la solucié als pro-
blemes algorismics proposats al principi de la seccié.

ProprosiciO 3.7. Si Hy i Hy son subgrups de F, x Z™ donats per dues
families finites de generadors, aleshores podem decidir algorismicament si la
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interseccic Hy n Hy €s finitament generada i, en cas afirmatiu, calcular-ne
una base.

DEMOSTRACIO. Per la proposicié 4.2 podem suposar H; i Hy donats per ba-
ses respectives. Aleshores, podem calcular algorismicament ng (és el cardinal
de la base de Him n Hym obtinguda per pull-back) i una base del subgrup
M < Z™ associat a les bases de partida (proposicié 3.4).

Amb aquesta informacié juntament amb el teorema 3.5(a) podrem decidir
algorismicament si (HinHsy)m = 1. Si és aquest el cas conclourem que H1NHo
és finitament generat i haurem conclos el problema de decisié. Si no, segons
el teorema 3.5, per decidir només haurem de determinar (algorismicament)
la finitud o no de [M : Z"*]. Pero I'index d’un subgrup M a Z™ és finit si
i només si el rang de M és n3. Aixi doncs, sera suficient amb comprovar si
la base de M (obtinguda algorismicament) té cardinal ng. En cas afirmatiu
la interseccié Hi n Hy sera finitament generada i no ho sera en cas contrari.

Descrivim a continuacié un procediment per calcular una base de la inter-
secci6 H1 n Hy quan és finitament generada. Observem en primer lloc que
del corol.lari 2.2 i la proposici6 4.1

Hl ﬂHQ = (HlﬁHg)Tra X (HlﬁHQﬂZm) s

i obtindrem una base de Hy n Hs reunint una base de cada factor. Pel que
fa al factor de la part abeliana, Hy n HonZ™ = (HynZ™)n(HyNZ™) i sera
suficient calcular una base de la interseccié de dos subgrups, L1 = Hy nZ™
i Lo =HynZ™, de Z™ que tenim, per hipotesi, donats mitjangant bases.
Aquest és un procediment estandard (i evidentment algorismic) en algebra
lineal.

Ara, si (Hyn Hy)m =1 (un dels suposits en qué H; N Hy és finitament gene-
rada) l’anterior és tot, i la base obtinguda és base de Hy n Hy. En cas de ser
(H1n Hs)7 (0 equivalentment M p3') no trivial i finitament generat, haurem
de completar la base abeliana anterior amb una base de (H; n He)ma que
(observacié 3) podrem obtenir sempre de forma algorismica a partir d’una
base de (Hy n Hy)m = Mp3'. Aquest tltim sera doncs el nostre objectiu.

En aquest segon cas, sabem que el subgrup M < Z™, del que tenim calcula-
da una base, té rang maxim. Podem per tant suposar que disposem d’una
base {e1,...,eng} de M que, per files, determinara una matriu E € M,,,(Z)
amb determinant no nul. Ara, aplicant adequadament transformacions ele-
mentals ‘fila’ a la matriu E es pot obtenir una matriu D diagonal

dy d;
D= =1 : ,amb dp >0, k=1,...,n3,
dp, dng
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les files de la qual, {di,...,dns}, constituiran una nova base de M. En
aquesta darrera base es veu clarament que el conjunt

CZ{(’Fl,...,’Fn3)EZn3|T‘k=0,...,dk—1, ]{?21,...,’03}

constitueix un sistema complet de representants de les classes laterals de
7" modul M i, en particular, que I'index de M a Z™ (finit com ja sabiem)
és exactament

(27 M] = T[] dy = det(D) = | det(E)| .
k=1

Anomenant d al determinant de D, tenim doncs una col.leccié explicita de
representants de les classes laterals de Z™ modul M:

Z" =||Mc=Meciu-u Mcq .
ceC

Ara, com que p3 és exhaustiva, d’acord amb el lema 2.1(b), podem usar-la
per traslladar la particié anterior a F),,. En efecte, sera

(28) Fns :(Mp§1)21L| <o (Mpgl)zd
per qualsevol z; € F,, que abelianitzi a ¢, [ = 1,...,d. (Podem prendre,
per exemple, com a preabelianitzat de cada ¢ = (r1,r2,...,ry,) Pelement

371"15;2---5;"3 de Fry = (51, 5n3 | ))-

La situacié actual és la segiient: busquem una base per al subgrup M pgl
del qual sabem que és normal a F,,, coneixem el seu index i disposem
d’un conjunt complet de representants de les classes laterals. Ara bé, del
que acabem de comentar es dedueix que el graf de Stallings de M pgl sera
transitiu, complet i amb els vertexs en bijeccié amb les classes laterals.
Si aconseguim construir-lo amb la informacié de la que disposem, haurem
acabat donat que qualsevol arbre maximal proporcionara una base de M pgl.

Considerem un graf (inicialment sense arcs) amb vertexs les classes laterals
a (28). Ara, per cada lletra sy i cada vertex z; afegim un arc amb etiqueta s
de (Mp3') z; a (Mp3') 2,8, (que haurem d’identificar entre els vertexs usant
el membership a M pgl sobre cadascun d’ells. Notem que el membership pro-
blem a M pgl és decidible sense més que abelianitzar i aplicar el membersip
problem a M). Un cop recorregudes totes les etiquetes possibles sortint de
tots els vertexs quedara el graf de Stallings de M pgl completament dibuixat
d’on podrem ja sense dificultat obtenir la base buscada. O

4. Punts fixos per un automorfisme

En aquesta seccié estudiarem el caracter finit del subgrup de punts fixos per
un automorfisme de F;, x Z". En cas de ser-ho, usarem el resultat homoleg
de Maslakova [12] a F),, per determinar-ne una base.
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Sigui ¥ un automorfisme de F,, x Z™ donat mitjancant imatges dels ge-
neradors. Sabem (teorema 4.1) que podem identificar ¥ amb una terna
(¢6,Q,P) € Aut(F,) x GL;,(Z) x Mypxm(Z), concretament

t2y i) taQ+uPu¢ )

Aleshores un element t®u és fix per ¥ = (¢, Q, P) siinomés si t2Q Py = t2 4,
condicié que separant les parts lliure i abeliana pren la forma

up=u
a(l, -Q)=uP .
Es a dir,
FixW = {t?ue F, xZ™ |ueFix¢p A a(ly, - Q) =uP} .
Com hem vist al lema 2.3, Fix ¥ sera finitament generat si i només si ho és
la seva projeccié sobre la part lliure
(FixU)r =Fix¢ n {ue F, | uP eim(I, -Q)} .

Anomenant p a l’abelianitzaci6 de Fj,, I, — Q a 'endomorfisme de Z™ cor-
responent a multiplicar per 'esquerra de la matriu homonima, i M a la seva
imatge, obtenim el segiient esquema

Im—-Q
Fixp < F, — 2 gn — 2 . 7m
V/ V/ \Y4

MP1p < yp! =—— M=im(I,-Q) .

Aleshores podem reescriure, més senzillament
(Fix ¥)7 = Fixp n MP1p7t |

Observem que si aconseguim expressar el conjunt anterior com a preimatge
completa (de quelcom calculable) per una abelianitzacié, podrem, tal i com
hem fet abans per a la interseccié de subgrups, decidir si Fix ¥ és de tipus
finit amb un senzilla comprovacié abeliana. Per aconseguir-ho cal restringir
adequadament els morfismes involucrats.

LEMA 4.1. Si U = (¢,Q,P) és un automorfisme de F, x Z™, aleshores
(Fix W) 7 és calculable com a preimatge completa d’un epimorfisme sobre
un grup lliure-abelia, concretament

(29) (Fix )7 = NPy ' pp?

on p1 €s la restriccio a Fix¢ de Uabelianitzacio ambient p, Py la restriccio
de P aimp; it N=MnimP;.
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DEMOSTRACIO. Volem veure que Fix¢ n MP!p™! = NPy !p7l. Clara-
ment, intersecar el domini de p amb Fix¢ és prendre la preimatge per la
seva restriccié p; a Fix¢; i és el mateix prendre-la de tot MP~! que de la
part de M que recorre p1, (M ﬂimPl)Pl_l. O

El diagrama segiient detalla la situacié:

In-Q
F, —2 s ogn F gTQ;M:im(Im—Q)
v/ V/ V/

Fix¢ — ' imp; — 2 im Py
v/ V/ v/

(FixU)m = NPy 'pl <— NP;' <—— N=MnimPy .

Amb el darrer refinament i el lema que segueix, podrem ja donar el resultat
principal de la seccid.

LEMA 4.2. Amb les notacions anteriors, p1 €s injectiva (i, per tant, bijectiva)
st i només si Fix ¢ és ciclic i no abelianitza a zero, o és trivial. A més, podem
verificar aquesta injectivitat algorismicament.

DEMOSTRACIO. La implicacié cap a I'esquerra és evident. Per a laltra, és
clar que ha de ser rang(Fix¢) < 1, ja que si no el commutador seria no
trivial. En el cas Fix¢ = (w1), és necessari imposar (recordem que p; és
restriccié de I'abelianitzacié ambient) que w; no abelianitzi a zero. Notem
que podem verificar algorismicament si p; és injectiva usant I’equivaléncia
anterior sobre una base obtinguda mitjangant ’algorisme que proporciona
Maslakova a [12]. i

ProrosiciO 4.3. Si ¥ és un automorfisme de F,, x Z™, aleshores podem
decidir algorismicament si el subgrup Fix W és finitament generat i, en cas
afirmatiu, calcular-ne una base.

DEMOSTRACIO. D’acord amb el lema 2.3, es tracta de decidir sobre el caracter
finitament generat de (Fix ¥)7 que, com acabem de veure, és igual a NP, p[l.

Observem ara que podem decidir algorismicament si N P! p{l =1, ja que
ho és si i nomes si p; és injectiva i NP1 ™! = {0}. La primera condicié és
decidible pel lema 4.2 i la segona mitjancant un calcul rutinari.

Ara, si NP1 7! pit és trivial, també ho sera (Fix ¥)n; i en conseqiiéncia tant
ell com Fix ¥ seran finitament generats.

Si NPy !'p7! # 1, sabem ([11], pags. 16-18) que sera finitament generat
si i només si té index finit a Fix¢ (notem que és normal en ser preimatge
completa d’un subgrup de Z™). Ara bé, pel lema 2.1.(b), aix0 equival a que
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N tingui index finit a im Py, i com que ambdéds sén subgrups calculables de
Z™, podrem decidir comprovant si tenen el mateix rang (de nou un procés
algorismic estandard a Z™).

Per a obtenir una base de Fix ¥, procedim de la forma habitual (proposi-
ci6 4.2) a partir de bases obtingudes per a les projeccions lliure (Fix ¥)7w
i lliure-abeliana (Fix ¥)7. Per a les dues parts és clau disposar de la base
{wi,...,w,} de Fix¢ que proporciona algorismicament Maslakova. Ales-
hores podem procedir, tal i com hem fet a la demostracié de la proposicid
3.7, a construir el folded graph de Stallings de (Fix ¥)7 com a subgrup de
Fix ¢ = (w1, ...,w,) provant (via membership problem) entre els vertexs do-
nats per les classes laterals mdodul NP; 7! p[l, els arcs donats pels elements
de la base {w1,...,w,}. A partir del folded graph de Stallings i de la ba-
se {wi,...,w,} de Fix¢, la determinacié de bases de (Fix¥)x i (Fix¥)r
respectivament, és rutinaria. O

5. Twisted conjugacy problem

Recordem que per un grup G qualsevol, donat ¢ un automorfisme de G
diem que dos elements x,y € G sén -conjugats (ho denotem x ~, y) si
existeix un z € G tal que (zp) !z z = y, aleshores també es diu que z és un
p-conjugador de x amb y. Es una comprovacié senzilla que la p-conjugacio
~, és una relacié d’equivalencia. Per suposat, ~iq,, correspon a la conjugacié
estandard a G.

El twisted conjugacy problem, TCP(G), d’'un grup G donat per una presen-
tacié finita G 2 (X | R), és el problema consistent en decidir, donats dos
elements z,y € G i un automorfisme ¢ € Aut(G) expressats en termes dels
generadors, si v i v sén p-conjugats. El problema restringit obtingut fixant
la familia A ¢ Aut(G) de la que podem prendre 'automorfisme ¢ ’ano-
menarem A-(twisted) conjugacy problem de G i el designarem A-TCP(G).
Conseqiientment, si A = {p} (és a dir si ¢ és fixat d’entrada) tindrem el
p-(twisted) conjugacy problem de G, ¢ -TCP(G).

Remarquem que per al cas dels grups F, xZ™ és coneguda la decidibilitat del
TCP d’ambdés factors. Concretament la del TCP(F),) va ser demostrada
per Bogopolski, Martino, Maslakova i Ventura a [3] com a preludi de la
del conjugacy problem dels grups [f.g. free/-by-cyclic, mentre que la del
TCP(Z™) es redueix a la resolubilitat d’un sistema d’equacions diofantiques,
evidentment decidible. Aquests dos fets juntament amb la simplicitat de
Pextensi6 considerada fan bastant previsible la decidibilitat del TCP(F}, x
zm).

Observem, no obstant, que no és suficient considerar independentment les
decidibilitats dels TCP*® dels factors per concloure la del TCP(F,, x Z™).
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Aixi, anomenant A = {(¢,Im,0) : ¢ € Aut(F,)} i B = {(idf,,Q,0) : Q €
GL,,(Z)}, és immediat de la caracteritzacié que donarem a (30) que, preses
per separat, les decidibilitats dels TCP de F,, i Z™ es tradueixen en les
decidibilitats del A-TCP(F,, x Z™) i el B-TCP(F,, x Z™) respectivament,
subcasos que evidentment no cobreixen tot el grup d’automorfismes (de fet,
tal i com es dedueix facilment de (17) ni tan sols en constitueixen una familia
de generadors). Caldra, per tant, una aproximacié no tan grollera per assolir
el resultat.

Donada la decidibilitat del TCP(F},) sempre podrem, en cas que n’hi hagi,
trobar algorismicament (per un procediment de forga bruta) un wy que ¢-
conjugui dos elements u, v € F;, donats qualssevol. Veurem que aleshores el
conjunt de ¢-conjugadors de u amb v és la classe lateral per la dreta de wg
modul Fix(¢,).

LEMA 5.1. Donats u,v € Fy,, ¢ € Aut(F,,) i wy un ¢-conjugador de u en v,
aleshores per a tot w € I,

(whHouw=v < weFix(¢y,) wo .

Esa dir, els ¢p-conjugadors de u en v, en cas d’haver-n’hi, constitueizen una
classe lateral de Fix(¢yy,).

DEMOSTRACIO. En efecte, donat wg € F, tal que (wyl)e u wo = v,

(whpuw=v < (wgh)ouwy=w)puw
< ul (wwyh)e u = wwy?
<  wwy' e Fix(¢y,)

< weFix(¢y,) wo .

El lema segiient és, com veurem a la demostracié del teorema 5.3, basicament
una versié compacta del problema de decisié en el que queda reduit el
TCP(F,, x Z™) un cop aplicada la caracteritzacié (16) que hem obtingut
per als endomorfismes de F}, x Z™ i separades les parts lliure i abeliana.

LEMA 5.2. El problema consistent en decidir, donats u,v € Fy,, ¢ € Aut(Fy,),
PeMuum(Z), deZ™ i H<Z™, si existeix un w ¢-conjugador de u amb v
tal que wP +d € H, és algorismicament resoluble.

Es a dir, podem decidir algorismicament si

(wo) tuw =v

Jw e F, talque{ WP adel

DEMOSTRACIO. Com que el TCP(F,,) és resoluble, podem decidir sobre
Pexisteéncia de ¢-conjugadors i, en cas afirmatiu, trobar-ne un (que ano-

menarem wp). Si la resposta al TCP(F},) és negativa, també ho sera au-
tomaticament la nostra i haurem acabat. En cas contrari, usant el lema 5.1



58 3. PROBLEMES RESOLTS

el problema es converteix en el de decidir si

w € Fix(¢y,) wo

Hwantalque{ wP+deH .

Ara, usant un resultat de Maslakova [12] podem trobar algorismicament un
conjunt de generadors de Fix(¢,) i per tant obtenir una base del subgrup
K = (Fix(¢7,))™ < Z", imatge de Fix(¢7,) per Iabelianitzacié ambient
F, 27", D’aquesta forma el nostre problema queda reduit a decidir si

z € K +wg

n
dz eZ talque{ ZPrdeH

i.e., a comprovar si un sistema d’equacions diofantiques lineals té solucid, i
és, per tant, decidible. O

TEOREMA 5.3. El twisted conjugacy problem de F,, x Z™ és resoluble.

DEMOSTRACIO. Donats dos elements t2 u, tP v € F, x Z™ i un automorfisme
U e Aut(F, x Z™), volem decidir si existeix un t®w € F,, x Z™ tal que

(tCwl) !ty tCw=tPo .
Tenint en compte que tot automorfisme de F, x Z™ és de la forma ¥ =
(¢,Q,P) amb ¢ € Aut(F,), Q € GL,(Z) i P € Myyxm(Z), obtenim la

segiient expressié equivalent,
ta+c(1m7Q)7wP (w¢)—1 ww=tP v

on, com sempre, w designa ’abelianitzat de w € F,,. Ara, separant les parts
lliure i abeliana, el TCP(F,,xZ,,) queda reduit a: donats a,b € Z™, u,v € F,,,
¢ € Aut(F,), Q € GL,(Z) i P € Mpyxm(Z), decidir si existeixen ¢ € Z™ i
w € F, tals que

(wop) ™t uw=v
(30) {wP+b—a:c(Im—Q),

que no és res més que un cas particular del lema 5.2 amb H =im(I, - Q) i
d=b-a. o

6. El primer problema de Whitehead

Ens plantejarem per F,, xZ™ certs problemes sobre el seu grup d’automorfis-
mes inicialment proposats per Whitehead sobre el del lliure. Els enunciarem
per a un grup G general, donat (com sempre) per una presentacio finita. Es
tracta essencialment de, donats parells d’objectes de certs tipus (algorismics)
al grup, decidir sobre 'existéencia d’automorfismes que enviin un a l’altre.

Depenent de Darietat (simple o maltiple), el tipus d’objectes involucrats
(paraules en els generadors o subgrups donats per families finites de paraules)
i de si considerem o no el problema modul conjugacid, obtenim diferents
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variants del problema a les que ens referirem genericament com a problemes

de Whitehead a G.

Es habitual parlar de primer o segon problema de Whitehead depenent de
si els objectes considerats son, respectivament, paraules o subgrups; afegint
els adjectius (‘maltiple’ o ‘per tuples’) i ‘modul conjugacié’ en els casos
corresponents, i sobreentenent que la seva omissié correspon al cas contrari.

Aixi, per exemple, el problema de Whitehead miltiple per paraules (o pri-
mer problema de Whitehead per tuples) consisteix en, donades dues tuples
U= (uyy...,us)iV = (v1,...,vs) de paraules en els generadors de G, decidir
si existeix un automorfisme ¢ de G que transformi U en V, és a dir, tal que
upp = v per 1 < k < s; el cas s =1 correspon obviament al problema de Whi-
tehead (simple) per paraules, o simplement, primer problema de Whitehead.

Comencem donant unes caracteritzacions (en termes del maxim comu divi-
sor de les seves components) dels elements primitius de Z™, i dels trans-
formats d'un determinat element per morfismes generals o bijectius. Si
a=(ay,...,am,) € Z™, escriurem mcd(a) el maxim comu divisor positiu
de {ai,...,am}.

LEMA 6.1. Un element a és primitiu de Z™ si i només si med(a) = 1.

DEMOSTRACIO. [=] En efecte, si fos 1 # d = med(a), aleshores a=d-a’, i
per a tot va,..., vy € Z™ tindriem

det(a,va,...,vim) =d-det(a’,va,...,vim) # £1 ,
i per tant {a,va,...,vm} no és base de Z™.

[«<] Sigui med(a) = d = 1 i considerem la matriu a’, aleshores sabem (veure,
per exemple la seccié 12.4 a [1]) que existeix una matriu Q € GL,,(Z) tal

que
or-al2)-({-()

és a dir, a’ és la primera columna de Q!, i per tant membre de la base
constituida per les columnes de Q! € GL,,(Z). o

LEMA 6.2. SiueZ” i aeZ™, aleshores

(a) {uP/ PeMpun(Z)}={0eZ™/ mcd(u) | med(u) }, ¢
(b) {aQ/ Qe GL,(Z) } ={aeZ™/ mecd(a) =med(a) }.

DEMOSTRACIO. (a) [€] Siguin d = med(u) i u =d-u’, aleshores uP = d-u'P;
per tant d | uP i d | med(uP). [2] Siguin d = med(u) i d = med(it), aleshores
tenim u=d-u id=d-& on med(w') = med(@')=1id=a-d, per a un
cert o € Z. Ara, donat que tant u’ com @’ sén elements primitius de Z"
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i Z™ respectivament, existird una matriu Q € My,x,(Z) tal que @’ = u'Q;
aleshores

ﬁ:J-ﬁ’:a~d-u’Q=u,(aQ) 5

i sera suficient prendre P = aQ.

(b) [<] Es suficient prendre, a I'apartat (a), P igual a Q i Q. [2] Directa
del lema 6.1. o

Prorosicid 6.3. El primer problema de Whitehead a F,, x Z™ és decidible.

Es a dir, donats t*u,tP v e F, x Z™, podem decidir algorismicament si exis-
teiz un automorfisme U € Aut(F,) tal que (t2u)¥ = tPv.

DEMOSTRACIO. Utilitzant la caracteritzacié dels automorfismes de F;, x Z™
com a ternes (¢, Q,P) donada al teorema 4.1 i separant les parts lliure i
abeliana, el problema es redueix a decidir, donats a,b € Z" i u,v € F,, si
existeixen ¢ € Aut(F,), Q € GL,(Z) i P € Myxmn(Z), tals que

up =v
aQ+uP=>b

Observem que apareix com a subproblema l’'original de Whitehead sobre
el grup lliure F,,, que com és ben sabut (veure proposici6 1.4.19 a [11]) és
decidible. Tenim, per tant, el segiient procediment de decisié per al problema
plantejat:

(1) Usem l’algorisme classic de Whitehead per decidir, donats els u,v € F,,,
si existeix un automorfisme ¢ € Aut(F),) que envii u a v.

(2) En el cas que tal ¢ no existeixi, és clar que tampoc existira el ¥ que
busquem, i haurem acabat.

(3) En cas que existeixi un ¢ € Aut(F},) tal que u¢ = v, només caldra saber

decidir si donats a,b € Z™ i u € Z" (u és l'abelianitzat de u € F,),
existeixen P i1 Q dels tipus indicats tals que aQ + uP = b. Notem que
aquesta condicié és independent de ¢.
Equivalentment (d’acord amb el lema 6.2) sera suficient decidir, donats
a,peZibeZ™, siexisteixen a,0 € Z™ amb a = med(a) i g | med()
tals que a+u = b. Escrivint a = ax i = py, amb x,y € Z™ i
med(x) = 1, el problema queda reduit a veure si el segiient sistema
diofantic lineal

ary + pyr = b
(31) : :
ATy + fYm = by
té solucions senceres x1,...,Tm,Y1,---,Ym tals que

med(zq, ..., Ty) = 1.
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Observem que, en estar format per equacions independents, el sistema
(31) tindra solucié si i només si en tenen totes les equacions que el
constitueixen, és a dir si i només si per a tot j=1,...,m,

mcd(a, p1) | bj.

Si alguna d’aquestes m condicions falla, no existiran les matrius P i Q
buscades i, per tant, tampoc cap automorfisme de F,, xZ™ que envii t*u
a tPo.

En cas contrari, anomenant p = med(a, 1), a = pa’ i p = pp’, la solucié
general de I'equacid j-essima vindra donada per

(zj,95) = (2,43) + \j(u', =), AjeZ

amb (x?,y?) una solucié particular, per a tot j = 1,...,m. Aixi, ara
només es tracta de decidir si existeixen Aq,..., A\, € Z tals que
(32) med (2 + Mgy 2l F A ') = 1

Per acabar, anem a veure que aquesta condici6 és equivalent a
0 0 /
(33) med(z7, ..., 2, p1) =1,

i per tant, decidible algorismicament.
En efecte, per la implicacié directa, només cal reagrupar adequadament
una identitat de Bezout de (32) per obtenir-ne una de (33).

Reciprocament, donats az(l], e xgl, i’ € 7 coprimers, podem satisfer la
condicié (32) prenent A\; = --- = \jp_1 = 01 )\, igual al producte dels
primers que divideixin a :U?, e 7379;171 ino a a:?n (amb el producte buit
igual a 1).

Sera suficient veure que tot p factor primer de :1:[1), .. ,x%_l no ho és de
29 + A, Sigui doncs un tal p, distingirem dos casos: 1) si p | 20,

aleshores p + p' (p divideix 9,...,2% i mecd(2Y,...,29,4/) = 1)

i p + Am (per construccié). En definitiva, p divideix a 22 i no a
At i per tant p + 29 + \p; 2) si p + 20, aleshores p divideix A,
(per construccid). Es a dir p divideix a At i no a 29 i per tant
p+al + A

Evidentment, donades dues paraules arbitraries en els generadors, només

caldra escriure-les en forma normal t2u, tPv i decidir sobre l'existencia d’un
automorfisme que envii una a l’altra mitjangant el procediment descrit. O

7. Orbit problem

Si G és un grup qualsevol i A < Aut(G) és un subgrup d’automorfismes de G,
anomenem orbit problem per a A (a G), OP(A), al problema consistent en
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decidir, donats dos elements u,v € G qualssevol en termes dels generadors,
si existeix un automorfisme ¢ € A tal que up i v siguin conjugats a G.

OP(A) = j JpeAlup~v 7 (uueq) -

Quan ’orbit problem per A és decidible algorismicament diem simplement
que A és orbita-decidible.

OBSERVACIO 14. Tenim la segiient cadena d’equivalencies:
JpeAlup~, v
< dpeA, Iyelnn(G) |upy=,v
< JeA-Inn(G) |wp=,v.

Per tant, si A-Inn(G) = B -Inn(G) les orbita-decidibilitats de A 1 B sén
equivalents. Dit d’una altra forma, 1’0orbita-decidibilitat és una propie-
tat dels subgrups de Out(G). Observem que, en particular, s’obté 1’equi-

valencia entre les orbita-decidibilitats dels subgrups A i A-Inn(G), per a tot
A< Aut(G).

Obtenim també, com a conseqiieéncia directa de la darrera observacio, la
coincidencia entre el problema de Whitehead per paraules en G i 'orbit
problem de Aut(G).

Considerem una successio exacta curta de grups,
a B
l—F—G—H—1.

Donat que Fa és normal a G, per a tot g € G la restriccié a Fa de la con-
jugaci6 v, a G proporciona un automorfisme, ra = g~ 'za g, de Fa, que, a
través de o, indueix un automorfisme ¢, a F'. Amb més detall, per a tot
g € G, podem definir ¢, := A Vgipa al,
o -1
-5 o 2 g (wa) g P (g7 (za) g)a!

Identificant, com es fa habitualment, = i za, tenim que per a tot g € G,
Pg X > g 'zg és un automorfisme (no necessariament interior) de F. Es
clar que el conjunt format per aquests automorfismes,

AG:{¢g|g€G}a

és un subgrup de Aut(F') que conté a Inn(F'). L’anomenarem el subgrup
d’accio de la successié exacta curta donada.

Suposant certes hipotesis sobre la successié anterior i els grups involucrats,
el proper teorema mostra que la decidibilitat del conjugacy problem per G
és equivalent a l’orbita-decidibilitat del subgrup d’accié Ag < Aut(F).

TEOREMA 7.1 (Bogopolski, Martino i Ventura [4]). Sigui

1—>Fi>Gi>H—>l
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una successio exacta curta de grups (donada per presentacions finites), tal
que

(a) el TCP(F') és decidible.

(b) el CP(H) és decidible.

(c) per a tot 1 + h e H, el subgrup (h) té index finit en el seu centralit-
zador Cg(h), i hi ha un algorisme que computa un nombre finit de
representants de classe, zp1,...,2nt, € H,

Cr(h) =(h)zpau-u(h)zpy,
Aleshores, el CP(G) és decidible si i només si ho és el OP(Ag). i
LEMA 7.2. Aut(F, x Z™) és orbita-decidible.

DEMOSTRACIO. La decidibilitat del problema de Whitehead per paraules a
F,, xZ™ ha estat demostrada a 6.3 i, tal i com hem comentat a ’observacio
14, per qualsevol grup la decidibilitat del seu problema del Whitehead per
paraules és equivalent a 1’orbita-decidibilitat del seu grup d’automorfismes.

m|

COROL.LARI 7.3. Si ®1,...,®, és una familia de generadors de Aut(F, x
Z™), aleshores el conjugacy problem del grup (Fy, x Z™) %q, ... o Fr €s de-
cidible

DEMOSTRACIO. Només s’ha d’aplicar el teorema 7.1 sobre la successié exac-
ta curta segiient

1 — FxZ" — (Fy xZ™) %o, .0, Fr — F, — 1.

Notem que en aquest cas el subgrup d’accié és Aut(F,, xZ™) i es compleixen
els requisits del teorema:

el TCP(F,, x Z"™) és decidible: teorema 5.3.

el CP(F}) és decidible: veure per exemple la proposicié 1.2.14 a [11].
per a tot 1 # w € F,., (root(w)) = Cp.(w) i el tercer punt es compleix
trivialment.

el OP(Aut(F,, x Z™)) és decidible: lema 7.2.

Podem concloure, per tant, que el CP((F,, xZ™)%q, ... o, Fy) és decidible. O






Capitol 4
Problemes no resolts

“That’s like asking the square
root of a million. No one will
ever know.”

Nelson Muntz

1. El primer problema de Whitehead per tuples

Recordem que per a un grup G arbitrari, el problema de Whitehead maltiple
per paraules (o primer problema de Whitehead per tuples) consisteix en,
donades dues tuples U = (u1,...,us) i V = (vi,...,vs) de paraules en els
generadors de G, decidir si existeix un automorfisme ¢ de G que transformi
U en V, és adir, tal que ugp =vg per 1 <k <s.

En el cas de G = F,, x Z™, el problema consisteix doncs en, donades dues
tuples (t2 uy,...,t2 ug) i (tP1 vy, ..., tPsv,) d’elements de G, decidir sobre
Iexistencia d’un un automorfisme de F,, x Z™ — que d’acord amb el teorema
4.1 pensarem com una terna (¢, Q,P) amb ¢ € Aut(F,), Q € GL,(Z) i
P € Myxm(Z) — que transformi una tupla en altra.

Aixi doncs, pretenem determinar si existeixen ¢, Q i P dels tipus anteriors,
tals que:

w1 =01 Us@ = Vg
a1Q+u1P=b1""’ aSQ+uSP:bS.

Obtenim com a subproblema del nostre, el primer problema de Whitehead
per tuples a F,,. Ara, com aquest és resoluble (veure, per exemple, la secci6
1.4 a [11]) el problema queda reduit a decidir, donats ag,...,as,b1,...,bg€
Z™iuyg,...,us € Z", si existeixen matrius Q € GL;,,(Z) i P € Myxm(Z) tals

65
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que
al Q + U7 P-= b1
asQ+usP =bg .
Escrivint
al u b1
A=|:],U0=|:1iB=|:],
ag Us bs

el problema queda reduit a decidir, donades matrius A, B € Mgy, (Z) i
U € M (Z), si existeixen Q i P dels tipus requerits tals que

AQ+UP=B.

Agrupant I'anterior en un tnic producte matricial queda el problema de
decidir, donades A = (A U) € My (min)(Z) i B € Msxu(Z), si existeixen
Qe GL,(Z) i P e Myym(Z) tals que

(34) A(g):B.

Aquest és un problema de decisié perfectament delimitat dintre de I’ambit
matricial, que esperem poder resoldre properament. Sembla, per exemple,
que I'is de la forma normal de Smith sobre les matrius de dades de I'expressié
(34) pot simplificar-la sensiblement i apropar-nos a aquest objectiu.

2. El problema de Brinkmann

El problema de Brinkmann a un grup arbitrari G, BrP(G), és el problema
consistent en decidir, donats dos elements u, v € G qualssevol en termes dels
generadors i un automorfisme ¢ € Aut(G) qualsevol, si existeix un k € Z tal
que up® i v siguin conjugats a G.

BI“P(G) = dkeZ | u‘/)k e ? (u,veG, peAut(G))

Peter Brinkmann déna nom al problema en resoldre’l a [5] per al grup lliure
F,,, concretament enuncia el teorema segiient.

TEOREMA 2.1 (Brinkmann, [5]). Sigui ¢ un automorfisme d’un grup lliure
finitament generat F,,, aleshores

(a) Ezxisteiz un algoritme explicit que, donats dos elements u,v € F,, quals-
sevol decideiz si existeiz algun exponent k tal que up® = v.

(b) Euxisteiz un algoritme explicit que, donats dos elements u,v € F,, quals-
sevol decideix si existeir algun exponent k tal que ue® és conjugat a v.
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Si tal exponent existeix, els algoritmes també el calcularan. Les paraules u,v
estan donades en termes dels generadors de Fy,, i ¢ esta donada en termes
de les imatges dels generadors.

OBSERVACIO 15. Notem que el punt (b) del teorema anterior estableix que,
donat ¢ € Aut(F},), el OP({¢), F},) és resoluble. Es a dir que (p) < Aut(F},)
és orbita-decidible.

2.1. El grup (F,xZ"™)xgZ i el seu subgrup d’accié. Un cop assolida la
resolubilitat del TCP(F), x Z™) resulta natural intentar usar el teorema 7.1
per tal d’estudiar la resolubilitat del CP a extensions seves per grups H que
satisfacin les hipotesis del teorema, reduint aix{ la resolubilitat del conjugacy
problem del nou grup a I’orbita-decidibilitat del seu subgrup d’accié.

Un primer pas en la direccié comentada és el producte semidirecte per H = 7Z,
que satisfa trivialment les condicions. Sigui doncs ¥ € Aut(F, x Z™) i
considerem el grup

[xutk] ) [tjatk] )

m _
(FnXZ )X\PZ— Tlyevey Tpyliyeoytim, S 8711'1'32331‘\1/, siltks:tk\lf

per als elements del qual, reordenant convenientment les lletres (les s modul
Paccié de ¥ que correspongui) obtenim la forma normal
" t2u amb keZ, a=(ai,...,am)€Zm iueF,

on recuperem la notacié t® v descrita al lema 1.1 per als elements de F;, xZ™.

Aleshores la successié exacta curta
11— xZ" — (B xZ")xyZ — 7 — 1
compleix clarament les condicions del teorema 7.1. Aix{ doncs, la resolubili-
tat del CP((F), xZ™) »y Z) és equivalent a ’orbita-decidibilitat del segiient
subgrup, A(p, xzmyx,z, d’automorfismes de F, x Z™
{Vghtay: FnxZ™ > Fy xZ™ | s"t2ue (Fy x Z™) xg Z} .
LEMA 2.2. FEl subgrup d’accio és
A(pyxzmysgz = (¥) Inn(F, x Z™) < Aut(F, x Z2™) .

DEMOSTRACIO. A partir de 'accié de conjugacié 7: g = 4, és clar que

Inn(A (g, xzmymgz) = ({xiti Ut 0 {s})y = {7 di v {m, t5 0 {st) -
I, per tant, el subgrup d’accié de A(g,xzm)x,z (i-e. les seves restriccions a
F, x7Z™) és
A(anZm)x\pZ = <{’Yxi\Fn><Zm}i U {’Ytj|Fn><Zm }j U {75|Fn><Zm})
<’Ys|anZm) ) <{’Yxi|anZm }i v {%j|anZm }j}> )
on (%\anZM) =(¥), i <{%i\anZM}i U {%j|anZm }J}> = Inn(F, x Z™). o
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Aix{ doncs, el conjugacy problem de (F,, x Z™) xy Z es redueix a l'estudi de
Porbita-decidibilitat de (V) Inn(F, x Z™) que, con ja hem vist, equival a la
de ().

2.2. Orbita-decidibilitat de (¥) < Aut(F,, x Z™). Donats dos elements
t2u,tPv e F, x Z™ qualssevol, es tracta de decidir si existeix un ® € (¥)
tal que (t2u)® i tPv siguin conjugats a F, x Z™. Es a dir, volem veure si
existeix un k € Z tal que

(35) (t2u) T ~ tPy .

Aquest és precisament el problema de Brinkmann a F,, x Z™, BrP(F,, xZ™).

Escrivint ¥ = (¢,Q,P), A = ¢2P, S, = Y% A" P QF i usant I'expressié
donada al lema 1.5 per a la poteéncia k-essima d’un automorfisme de F;, xZ™,
obtenim les segiients equivalencies:

(t*u)(¢, Q. P)" ~ tPv = (t2u)(¢", Q" Sk) ~ tPv
o taQF+usk ug® ~ tPu .
Ara, considerant la conjugacié i agrupant les parts lliure i abeliana, és clar

que el problema de l'orbita-decidibilitat queda reduit a decidir sobre l'e-
xistencia d’'un k € Z tal que satisfaci les dues condicions segiients

ug® ~p U

aQ¥+uSk=b.
Observem que restringint-nos a la primera, obtenim precisament el problema
de Brinkmann, per al qual [5] estableix la resolubilitat, i en cas d’existir, en
proporciona una solucié. Aixi doncs, si I'algorisme de Brinkmann retorna
NO, també sera negativa la resposta a I'orbita-decidibilitat de (V) i haurem
acabat. En cas contrari, el conjunt

Br(u,v,¢) = {keZ|u¢® ~v}

és una classe lateral modul Br(u,u,¢) < Z. Aleshores, si Br(u,u,¢) = {0},
la classe lateral Br(u,v,¢) té un sol punt, i no tenim més que avaluar-lo a
I’equacié matricial per decidir. En cas contrari, sera

Br(u,v,¢) =ko+1lo-7Z ,

per a un cert [y € N, i un cert kg € N que podem suposar no negatiu i minimal,
calculables. Aleshores el problema queda reduit a decidir sobre 'existéncia
d'un k € kg + Iy - Z tal que

aQ¥+uS,=b.

Escrivint k = kg + X - [y, es tractara de decidir sobre l'existencia d’'un A\ € Z
tal que

(36) aQM™Mo L uSy i =b .
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Hem reduit, doncs, el problema de Brinkmann a F,, x Z™ a un problema de
decisié purament abelia, que fins al moment, només hem pogut resoldre per
a certs casos particulars especialment senzills.

Observem, per acabar, que si definim la matriu (n+m) x (n +m)

A P
(5 3)
aleshores tenim

ck - AF T ATIPQMT ) (AR S, _
0 Qk 0 Qk
Igualtat que convida a intentar expressar 1’equacié (36) en termes d’una
potencia matricial; via encara no explorada que esperem pugui donar fruits
en el futur.






Conclusions

Aquest treball, que té com a objecte I'estudi dels grups lliure per lliure-
abelians, consta de dues parts ben diferenciades.

A la primera s’analitza la seva estructura i els seus paral.lelismes i diferencies
amb la dels seus factors constituents: F;, i Z™. Es mostra, per exemple, que
els seus subgrups sén també lliure-per lliure abelians i que es pot definir de
manera natural sobre ells nocions que estenen les estandard de rang i base.

A continuacié analitzem els endomorfismes de F;, x Z" i els caracteritzem en
dues classes disjuntes, donant expressions explicites tant per a ells com per
a les seves composicions. Veiem que el segon d’aquests tipus és un cas dege-
nerat; mentre que el primer, descrit només en termes de dos endomorfismes
dels factors i un terme creuat que controla com s’entrellacen les parts lliure
i lliure-abeliana, inclou tots els monomorfismes i epimorfismes de F;, x Z™,
per als quals obtenim també caracteritzacions explicites. D’aquestes carac-
teritzacions es dedueix immediatament la hopfianitat de F}, x Z™, i per tant
la caracteritzacié del grups Aut(F, x Z™) per al que es demostra el seu
caracter finitament generat.

A la segona part, un cop establerta la connexié entre 'univers lliure per
lliure-abelia i els seus factors, es fa paleés que certs problemes de decisié
algorismica a G = F,, x Z™ es traduiran en les respectives versions del pro-
blema sobre la part lliure (on ja es disposa de molts resultats) i la part
lliure-abeliana (sobre la que alguns dels problemes de decisié prenen una
forma trivial o resoluble facilment amb algebra lineal), juntament amb una
certa complicacié derivada de com estan entrellagades a G les parts lliures
i lliure-abelianes del problema. Succeeix que aquest entrellacament és, en
molt casos, de tipus lineal i per tant atacable amb eines classiques. Aixi,
tractem de reduir els problemes de decisi6 sobre G = F}, x Z™, als problemes
homonims sobre el grup lliure, juntament amb un problema abelia més o
menys sofisticat.

La dificultat d’aquest darrer varia sensiblement amb cada problema atacat.
Des de casos trivials (com ara el word problem i el conjugacy problem) o
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quasi (isomorphism problem i membership problem) fins a casos (com ara el
twisted conjugacy problem, el primer problema de Whitehead i especialment
els problemes de decisié sobre I'index finit d’un subgrup, o el caracter finita-
ment generat del subgrup de punts fixos per un automorfisme o la interseccié
de subgrups) que precisen d’'un desenvolupament més elaborat.

A Textrem final d’aquest espectre, apareixen problemes de decisié que, tot
i que hem aconseguit reduir-los a problemes abelians raonables, encara no
hem pogut resoldre. En particular, per al segon problema de Whitehead
obtenim un problema matricial d’aspecte assequible que esperem poder re-
soldre properament. Per al darrer cas (problema de Brinkmann), d’aparenca
més seriosa, proposem alguna idea que esperem pugui contribuir a la seva
resolucié.
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