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Resum

El tema central d’aquest treball és l’invariant Bieri-Neuman-Streble (BNS) per grups
finitament generats. Es tracta d’un concepte que relaciona l’àlgebra abstracta amb
la geometria, ja que és un subconjunt obert de l’esfera unitària de Rn, per una
certa n relacionada amb el grup. El definirem en termes de la connectivitat de certs
subgrafs de Cayley i estudiarem algunes de les seves propietats algebraiques.

També el relacionarem amb conceptes i resultats moderns d’indecidibilitat per a
grups, concloent que no és possible decidir la pertinença o no d’un punt donat a
l’invariant.

Paraules clau: teoria de grups, invariant BNS, graf de Cayley, caràcters, indecidi-
bilitat.
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Introducció

L’invariant Bieri-Neuman-Streble (BNS) d’un grup G finitament generat, presentat
per primer cop l’any 1987 a [1], és un cert subconjunt obert de l’esfera de caràcters
S(G), l’esfera unitària de l’espai vectorial Hom(G,R). En general, es tracta d’un
invariant dif́ıcil de calcular. Un dels interessos darrere de l’estudi d’aquesta estruc-
tura és degut al fet que pot detectar si certs subgrups normals del grup inicial són
també finitament generats, facilitant aix́ı el seu estudi.

L’objectiu d’aquest treball és entendre i estudiar l’invariant BNS i algunes de les
seves propietats algebraiques, aix́ı com veure la seva relació amb diversos resultats
sobre indecidibilitat de grups.

Hem fet servir principalment [7] pels dos primers caṕıtols i [2] pel darrer caṕıtol.
Les referències [3], [4], [5] i [6] han servit per acabar de tenir tota la informació
necessària per a les explicacions que voĺıem donar.

Aquest document està dividit en tres caṕıtols.

En el primer caṕıtol, fem un breu recull d’alguns resultats que hem vist al llarg de
la carrera i continuem definint dos conceptes claus per la subseqüent definició de
l’invariant BNS.

El segon caṕıtol és on definim per primer cop l’invariant i el calculem per casos sen-
zills. Un cop fet això, podem enunciar i demostrar dos dels resultats més importants
del treball: la invariància respecte del sistema de generadors i una caracterització
local de l’invariant. Aquests dos teoremes són la base per diversos resultats que
també presentem, que desembocaran als continguts del següent caṕıtol.

En el tercer i últim caṕıtol fem un estudi de resultats sobre indecidibilitat i acabem
presentant el teorema final del document. Aquest teorema confirma la nostra intüıció
inicial sobre la dif́ıcil computació de l’invariant: no hi ha cap algoritme que decideixi
si un punt racional pertany a l’invariant d’un grup finitament presentat.
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Caṕıtol 1

Preliminars

En aquesta secció fem un breu recull de tot el necessari per acabar definint el tema
principal d’aquest document, l’invariant BNS.

Les referències que hem fet servir són l’article [7] i els llibres [3] i [5], part de la
bibliografia recomanada de les assignatures de Matemàtica Discreta i Estructures
Algebraiques, respectivament.

1.1 Propietats elementals de grups

Comencem donant resultats necessaris sobre grups i altres conceptes relacionats.

Definició 1.1.1. Un grup G és finitament generat (fg) si té algun subconjunt

finit S ⊆ G tal que tot g ∈ G pot ser escrit com un producte finit d’elements de S

i inversos d’aquests.

Notació. Si un subgrup H de G és normal, direm que H ◁ G.

Definició 1.1.2. Un grup G és simple si els seus únics subgrups normals són el

subgrup trivial i ell mateix.

Definició 1.1.3. La torsió d’un grup G és el conjunt d’elements amb ordre finit,

T (G) = {g ∈ G | ∃ n ∈ N tal que gn = 1}.

Proposició 1.1.4. T (G) ◁ G si el grup és abelià.

Demostració. Siguin g, h ∈ T (G), amb r1 l’ordre de g i r2 l’ordre d’h. Com que

G és abelià, (gh−1)r1r2 = gr1r2h−r1r2 = (gr1)r2(hr2)−r1 = er2e−r1 = e =⇒ gh−1 ∈
T (G) =⇒ T (G) és subgrup.
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4 CAPÍTOL 1. PRELIMINARS

El fet que sigui un subgrup normal és implicació directa de què G sigui abelià, ja

que llavors g−1hg = h ∀ g, h ∈ G. Donat u ∈ T (G), l’element g−1ug = u i, per tant,

té ordre finit.

Definició 1.1.5. El centre d’un grup G és el conjunt d’elements que commuten

amb tots els altres, ζ(G) = {z ∈ G | ∀ g ∈ G zg = gz}. És fàcil veure que ζ(G) ◁ G.

Definició 1.1.6. El commutador d’un grup G és el subgrup generat pels com-

mutadors [g1, g2] = g−1
1 g−1

2 g1g2 d’elements del grup, [G,G] = ⟨[g1, g2] = g−1
1 g−1

2 g1g2 |
g1, g2 ∈ G⟩.

Proposició 1.1.7. [G,G] ◁ G.

Demostració. Sigui g ∈ G i u ∈ [G,G], g−1ug = uu−1(g−1ug) = u(u−1g−1ug) =

u[u, g] ∈ [G,G].

Definició 1.1.8. L’abelianització de G és Gab = G/[G,G].

Proposició 1.1.9. Gab és un grup abelià i N = [G,G] és el subgrup normal més

petit tal que G/N és abelià.

Demostració. Dos elements g, h ∈ Gab commuten ⇐⇒ [g, h] = 1 mòdul [G,G].

Però [g, h] = g−1 · h−1 · g · h = g−1h−1gh = [g, h] = 1, doncs [g, h] ∈ [G,G]. És a dir,

que ∀ g, h ∈ Gab, [g, h] = 1 =⇒ Gab és abelià.

Per veure la segona part de la proposició, suposem N ′ un subgrup de G tal que N ′ ◁

G i G/N ′ és abelià. Això últim implica que abN ′ = baN ′ ⇐⇒ a−1b−1abN ′ = N ′,

que es pot traduir en el fet que [G,G] ⊆ N ′, ja que N ′ conté tots els commutadors.

Concloem que sempre que N ′ sigui normal i G/N ′ abelià, [G,G] ⊆ N ′ i G/N ′ és un

quocient de G abelianitzat, Gab ↠ G/N ′.

Definició 1.1.10. Un grup G és perfecte si Gab és trivial.

Òbviament, un grup trivial té abelianització trivial, però hi ha diversos grups per-
fectes no trivials. El més petit és el grup alternant A5, que conté les permutacions
senars de S5.

De fet, qualsevol grup G simple no abelià és perfecte: G simple no abelià =⇒
[G,G] = 1 ó G, però G/[G,G] = Gab és abelià i pot ser 1 ó G si el commutador val
G ó 1 respectivament. Ara bé, G no és abelià, aix́ı que Gab = 1 =⇒ G perfecte.

Notació. Per un enter positiu n, Zn és el grup ćıclic d’ordre n: Z/nZ.
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Teorema 1.1.11 (Teorema fonamental dels grups abelians finitament ge-

nerats). Tot G abelià i fg és isomorf de manera única a r ≥ 0 còpies del grup

lliure infinit Z, prenent Z0 = 1 com el grup trivial, i la suma directa de s grups de

la forma Zn:

G ∼= Zr ⊕ Zn1 ⊕ · · · ⊕ Zns ,

de manera que:

• ni ≥ 2 ∀ i,

• ni | ni+1 per 1 ≤ i ≤ s− 1.

Direm que r és el rang lliure de G i n1, . . . , ns els factors invariants de G.

En aquest document no presentarem la demostració d’aquest teorema, però es pot
trobar en tot detall a la segona secció del segon caṕıtol de [4].

1.2 El graf de Cayley

El graf de Cayley de G és imprescindible per la definició de l’invariant BNS. Per
aquesta raó, n’exposem la definició i els resultats que necessitarem al llarg del treball.

Definició 1.2.1. Donat G un grup i S un subconjunt d’aquest, podem definir

Γ(G,S), el graf de Cayley de G respecte S. És un graf orientat i regular, definit

per:

• els vèrtexs V són els elements de G,

• les arestes E corresponen a G×S, per cada g ∈ G i s ∈ S tenim l’aresta (g, s)

que connecta g amb gs,

• les funcions ι : E → V i τ : E → V són: ι
(
(g, s)

)
= g i τ

(
(g, s)

)
= gs, donada

una aresta ens diuen d’on surt i on arriba, respectivament.

Observació. Un graf dirigit regular és aquell on tots els vèrtexs tenen el mateix

nombre d’arestes que hi arriben i arestes que en surten.

Aquesta definició implica que el graf de Cayley canvia en funció de S. D’aquest nor-
malment es demana que sigui generador de G, tot i que Γ es pot construir igualment
si no ho és. Tot i això, demostrarem que variar el conjunt de generadors respecte
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el que construim el graf de Cayley no modificarà l’invariant BNS que deduirem a
partir del graf.

Ens centrarem en subconjunts generadors i finits, que existiran sempre perquè només
tractarem amb grups finitament generats. També suposarem que S conté les inverses
dels seus propis elements i, per tant, per cada g ∈ G i s ∈ S hi ha una aresta (g, s−1),
des de g a gs−1. Encara que existeixin, farem l’abús de llenguatge de no esmentar-les
ni dibuixar-les a les figures dels grafs de Cayley que exposarem més endavant.

Definició 1.2.2. Un camı́ p en un graf és una successió finita de n arestes e1 · · · en
tal que ι(ei+1) = τ(ei) ∀ i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Notació. Per referir-nos a un camı́ p que connecti g i h mitjançant les arestes

e1, . . . , en, farem servir p = e1 · · · en o un parell (g, w), on w és una paraula en

S tal que wi = si ⇐⇒ ei és l’aresta amb si a la segona coordenada.

Proposició 1.2.3. Sigui S un subconjunt finit d’un grup G, Γ(G,S) és connex ⇐⇒
S és generador de G.

Demostració. Suposem que S genera G. Donats g1 i g2 dos elements de G, com que

g−1
1 g2 ∈ G, podem expressar-ho com a producte d’elements de S, g−1

1 g2 = s1s2 · · · sn.
Aix́ı g1(s1s2 · · · sn) = g1(g

−1
1 g2) = g2 i tenim un camı́ entre els dos elements, que

denotarem (g1, s1s2 · · · sn) i podem observar a la Figura 1.1 =⇒ Γ connex.

g1 g1s1 g1s1s2 · · · g2
s1 s2 s3 sn

Figura 1.1: El camı́ (g1, s1s2 · · · sn).

Per l’altra direcció, si Γ és connex, el camı́ que prenem des d’1 fins a qualsevol

element de G, que podem escriure com 1s1s2 · · · sn = g, ens proporciona una manera

de representar g com un producte finit d’elements de S.

Exemples 1.2.4. Il.lustrem la definició del graf de Cayley amb un recull d’exemples:

a) Prenem Z2 ⊂ R2 i el subconjunt S = {a = (1, 0), b = (0, 1)}, que òbviament

genera el grup. A la Figura 1.2 veiem que el graf de Cayley Γ(Z2, S) es pot visualitzar

com una quadŕıcula euclidiana. Els vèrtexs són els punts (x, y) on x i y són enters.

Operar amb el primer element de la base ens porta de (x, y) a (x, y)a = (x, y) +

(1, 0) = (x+1, y), i són les arestes de color vermell. En canvi, les arestes ressaltades

de color verd van de (x, y) a (x, y)b = (x, y)+(0, 1) = (x, y+1) i corresponen a operar
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amb b. La commutativitat de Z2 (ba = ab) queda reflectida geomètricament en el

fet que cada punt (x, y) és vèrtex d’un quadrat amb vèrtexs (x, y), (x, y)a, (x, y)b i

(x, y)ab.

Figura 1.2: El graf de Cayley de Z2 respecte S, tret de [7].

b) C∞ = ⟨s⟩ = {sn | n ∈ Z} és el grup ćıclic infinit, amb l’operació definida

per sn · sm = sn+m. És la manera de representar Z amb notació multiplicativa,

mitjançant la bijecció sn ←→ n.

Prenem dos subconjunts generadors diferents per estudiar els seus respectius grafs

de Cayley: S = {s1} i S ′ = {s2, s3}. Els dos grafs són connexos, clarament ⟨S⟩ = G

i, com que s3 · s−2 = s1 ∈ S, ⟨S ′⟩ = G també. En canvi, si per exemple prenem

S ′′ = {s2, s4}, Γ(C∞, S ′′) no és connex ja que ⟨S ′′⟩ ≠ G i tenim dues components

connexes, sn on n és parell i on n és senar.

Tornant ara a Γ(C∞, S) i Γ(C∞, S
′), observem que tots dos tenen els mateixos

vèrtexs, sn per cada n ∈ Z, però no tenen les mateixes arestes. Ens fixem primer

en Γ(C∞, S): només té arestes de tipus s1, que connecten sn amb sn · s1 = sn+1.

s−4 s0 s4

s1

Figura 1.3: Γ(C∞, S), el graf de Cayley de C∞ respecte S = {s1}.

Per altra banda, el graf corresponent a S ′ compta amb arestes de tipus s2 i s3, verdes

i vermelles respectivament. Les primeres enllacen sn amb sn · s2 = sn+2 i les segones

sn amb sn · s3 = sn+3.
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s−4 s0 s4

s2

s3

Figura 1.4: Γ(C∞, S
′), el graf de Cayley de C∞ respecte S ′ = {s2, s3}.

Observem que, tot i prendre el mateix grup, S i S ′ ens donen dos grafs de Cayley

diferents. Els grafs de les Figures 1.3 i 1.4 no són isomorfs, per exemple perquè els

nodes tenen graus (nombre d’arestes que en surten) diferents.

c) Considerem ara F2 = ⟨a, b | ⟩, el grup lliure de rang 2. Els elements de F2 són

totes les paraules redüıdes possibles amb l’alfabet {a, b, a−1, b–1}. L’operació és la

concatenació més reducció de les paraules.

Aquest grup no és abelià i, com només tenim les relacions bàsiques aa−1 = a−1a =

b−1b = bb−1 = 1 entre els generadors i els seus inversos, l’expressió de qualsevol

element g ∈ F2 en la base {a, b} és única. Si no ho fos, voldria dir que existirien

dues paraules diferents que serien iguals, creant una altra relació no donada a la

definició. Pel que fa Γ(F2, {a, b}), això implica que és un arbre, ja que només hi

haurà una manera d’arribar a cada element partint d’1.

Trobem la multiplicació per a i per b representada per les arestes horitzontals i

verticals respectivament. A la Figura 1.5 es pot observar clarament com el camı́ per

arribar a qualsevol element des d’1 és únic.

Figura 1.5: Aspecte del graf de Cayley del grup lliure
de rang 2 respecte {a, b}, de [9].
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d) Sigui Z[1
2
] = { y

2r
| y ∈ Z, r ≥ 0} el grup additiu dels racionals diàdics i el grup

ćıclic infinit C∞ = ⟨s⟩ = {sn | n ∈ Z}. Definim ara G com el producte semi-directe

entre aquests dos grups: G = Z[1
2
] ⋊ C∞. El producte de dos elements (x, sm) i

(x′, sn) es defineix com

(x, sm) · (x′, sn) = (x+ 2mx′, s(m+n)).

Aquesta operació compleix:

• associativitat:(
(x, sm) · (x′, sn)

)
· (x′′, sd) = (x+ 2mx′, s(m+n)) · (x′′, sd)

= (x+ 2mx′ + 2(m+n)x′′, s(m+n+d))

= (x+ 2m(x′ + 2nx′′), sms(n+d))

= (x, sm) · (x′ + 2nx′′, s(n+d))

= (x, sm) ·
(
(x′, sn) · (x′′, sd)

)
.

• existència d’element neutre: 1G = (0, s0). Podem veure que:

(x, sm) · 1G = (x+ 2m0, sm+0) = (x, sm),

1G · (x, sm) = (0 + 20x, sm+0) = (x, sm).

• existència d’invers: donat y = (x, sm), definim y−1 = (−2−mx, s−m). Aix́ı:

y · y−1 = (x− 2m2−mx, s−m+m) = (0, s0) = 1G,

y−1 · y = (−2−mx+ 2−mx, s−m+m) = (0, s0) = 1G.

Concloem que G amb l’operació definida és un grup, que rep sovint el nom de grup

Baumslag-Solitar(1,2) o BS(1, 2).

El conjunt {a, u} on a = (1, s0) i u = (0, s1) genera tot el grup. Per veure-ho,

expressem tot element de G com un producte del tipus uiajuk per i, j, k ∈ Z. Primer

mostrem que ui = (0, s1) · i). . . · (0, s1) = (0, si) i aj = (1, s0) · j). . . · (1, s0) = (j, s0).

Vegem ara que un element qualsevol ( n
2r
, sm) es pot expressar com u−ranum+r:

u−ranum+r = (0, s−r) · (n, s0) · (0, sm+r)

= (2−rn, s−r) · (0, sm+r)

= (2−rn, sm) = (
n

2r
, sm).



10 CAPÍTOL 1. PRELIMINARS

En particular, si r = 0, l’expressió queda anum i obtenim tots els elements amb

primera coordenada entera.

Un cop hem definit degudament el grup G, comencem a parlar de Γ(G, {a, u}) i la
seva estructura. Els vèrtexs d’aquest són tots els punts del tipus (x, sm) on x ∈ Z[1

2
]

i m ∈ Z. Això implica que, per cada enter, tenim tants nodes com elements hi

ha a Z[1
2
], els representarem pels punts diàdics de la recta y = m a R2. De cada

un d’aquests vèrtexs en surten i n’hi arriben 2 arestes, corresponents a cada un

dels dos generadors, a i u. Una aresta (g = (x, sm), a) connecta els elements g i

g · a = (x+2m, sm), observem que la “llargada” d’aquestes arestes no és fixa, depèn

de m. En canvi, les arestes (g = (x, sm), u) van des de g fins a g ·u = (x, sm+1). A la

Figura 1.6 es veu com queda una petita porció del graf, on es comprova clarament

com varien segons m les arestes de tipus a, pintades de color vermell.

Figura 1.6: Porció del graf de Cayley de BS(1, 2) respecte el
conjunt de generadors {a, u}, disponible a [7].

El graf de Cayley de G té una peculiaritat, com operar per u varia la segona co-

ordenada dels nodes de sm a sm+1, l’única manera de moure’ns entre vèrtexs amb

el mateix valor de m és fent servir arestes de tipus a. Això implica que dos nodes

(x, sm) i (y, sm) estaran connectats dins del “nivell” m ⇐⇒ x− y = c2m, on c ∈ Z.
Per exemple, per m = 0, els únics vèrtexs connectats dins del nivell són aquells

on x − y ∈ Z. Fixant-nos només en el subgraf indüıt pels vèrtexs amb un valor

fixat de m, veiem que té infinites components connexes: tantes com elements de

Z[1
2
] trobem a l’interval [0, 2m). La representació d’un fragment d’aquesta partició

la podem veure representada a la Figura 1.7.
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Figura 1.7: Fragment de Γ(G, {a, u}) representat en forma d’arbre binari,
on es poden apreciar les particions per cada valor de m.

Imatge treta de [8].

1.3 Caràcters

Acabem aquest caṕıtol presentant la informació necessària sobre els caràcters d’un
grup, l’últim concepte que forma part de la definició del tema central d’aquest
document.

Remarca. D’ara endavant i si no s’indica el contrari, G es referirà a un grup fg i S

a un subconjunt finit generador de G tancat per inversos, S−1 = S.

Definició 1.3.1. Un homomorfisme χ : G −→ R al grup additiu dels reals s’anome-

na un caràcter. El conjunt de tots els caràcters es denota Hom(G,R).

Hom(G,R) té estructura d’espai vectorial, ja que podem definir una suma i un
producte vectorials a partir de l’operació suma i producte definida als reals: donats
dos caràcters χ, χ′ i a, b ∈ R, (aχ+ bχ′)(g) = aχ(g)+ bχ′(g) ∀ g ∈ G. Més endavant
veurem que té dimensió finita.

Proposició 1.3.2. Els elements de [G,G] i T (G) pertanyen a ker(χ) per qualsevol

caràcter.

Demostració. Al llarg d’aquesta demostració aplicarem que χ és un morfisme i que

el grup additiu R és abelià i sense torsió.
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• Sigui y ∈ [G,G], es pot expressar com un producte d’elements del commutador,

y =
(∏n

i=1[gi, g
′
i]
)
, on gi i g

′
i ∈ G ∀ 1 ≤ i ≤ n. Llavors

χ(y) = χ

 n∏
i=1

[gi, g
′
i]


=

n∑
i=1

χ
(
[gi, g

′
i]
)

=
n∑
i=1

(
χ(g−1

i ) + χ
(
(g′i)

−1
)
+ χ(gi) + χ(g′i)

)
=

n∑
i=1

(
−χ(gi)− χ(g′i) + χ(gi) + χ(g′i)

)
=

n∑
i=1

0 = 0.

• Donat g ∈ T (G) amb ordre r, 0 = χ(1) = χ(gr) = rχ(g) =⇒ χ(g) = 0.

Lema 1.3.3. Si G és finit l’únic caràcter de G és el trivial, Hom(G,R) = {0}.

Demostració. En un grup finit G, tot element és de torsió. Fent servir la Proposició

1.3.2, tota imatge χ(g) de g ∈ G serà igual a 0.

Teorema 1.3.4. La dimensió d’Hom(G, R) és igual al rang lliure de l’abelianització
de G, Gab = G/[G,G].

Demostració. Com que el grup additiu R és un grup abelià sense torsió, tot caràcter

χ factoritza com χ = χ ◦ π = χ ◦ π2 ◦ π1, tal com mostra el diagrama commutatiu

següent:

G
π1 // //

π

    

χ

��

Gab

π2
����

R oo
χ

G

on G = Gab/T (Gab) i T (Gab) és la torsió de Gab, que és un subgrup normal ja que

Gab és abelià, com hem vist a la Proposició 1.1.4.

χ queda ben definit gràcies a la Proposició 1.3.2: per començar, χ ∈ Hom(G,R).
Sigui g ∈ G, π(g) ∈ G i χ(g) = χ(g) ∈ R. A més, la imatge no depèn del represen-

tant.
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• Sigui g, h ∈ G, si gh−1 = t ∈ [G,G] són de la mateixa classe d’equivalència al

fer el mòdul, χ(gh−1) = χ(t) =⇒ χ(g) − χ(h) = χ(t) =⇒
1.3.2

χ(g) − χ(h) =

0 =⇒ χ(g) = χ(h).

• Similarment, sigui g′, h′ ∈ G si g′h′−1 = t′ ∈ T (Gab), χ(g
′h′−1) = χ(t′) =⇒

χ(g′)− χ(h′) = χ(t′) =⇒
1.3.2

χ(g′)− χ(h′) = 0 =⇒ χ(g′) = χ(h′).

Aquesta factorització ens dona un isomorfisme entre espais vectorials:

f : Hom(G,R) ∼−→ Hom(G,R)

χ 7−→ χ

que compleix que χ = χ ◦ π = χ ◦ π2 ◦ π1.

Vegem que f és realment un isomorfisme.

• Per la injectivitat, prenem χ i χ′ ∈ Hom(G, R) i suposem que f(χ) = f(χ′).

Això implica que χ = χ′ on χ = f(χ) i χ′ = f(χ′), però llavors χ(g) =

χ
(
π(g)

)
= χ′

(
π(g)

)
= χ′(g), ∀ g ∈ G.

• Per tal de demostrar l’exhaustivitat, comprovem que l’antiimatge de χ és χ =

χ ◦ π: f(χ) = χ és tal que χ = χ ◦ π, que és cert per com hem escollit χ.

• Per a, b ∈ R, f(aχ + bχ′) = aχ+ bχ′, f(aχ) = aχ i f(bχ′) = bχ′ són tal que

aχ+ bχ′ = (aχ+ bχ′) ◦ π, aχ = aχ ◦ π i bχ′ = bχ′ ◦ π. Veiem que, per g ∈ G i

g ∈ G tal que π(g) = g:

f(aχ+ bχ′)(g) = (aχ+ bχ′)
(
π(g)

)
= (aχ+ bχ′)(g)

= aχ(g) + bχ′(g)

= aχ
(
π(g)

)
+ bχ′

(
π(g)

)
= aχ(g) + bχ′(g)

= af(χ)(g) + bf(χ′)(g) =⇒ f és lineal.

Tornant al resultat sobre la dimensió d’Hom(G,R), com que G és un grup fg, abelià

i lliure, aplicant el Teorema de classificació 1.1.11, sabem que tindrà un cert rang

lliure, que denotarem per n. De fet, G ≃ Zn, ja que ens hem desfet de la torsió.

Ara bé, χ : G→ R queda uńıvocament determinat amb les imatges d’una base de G.

Com aquestes imatges es poden donar arbitràriament (no tenim cap altra restricció),

la dimensió d’Hom(G,R) és igual a n, el rang de G. En particular, per l’isomorfisme
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f , la dimensió d’Hom(G,R) és també n.

Un exemple d’una base d’Hom(G,R) la formen la col.lecció de n caràcters χ1, . . . , χn

definits per

χi : G −→ R

sj 7−→ δij

on s1, . . . , sn són uns generadors de G. Amb això, qualsevol altre χ es pot expressar

de manera única com

χ = χ(s1)χ1 + · · ·+ χ(sn)χn.

Per acabar, és fàcil veure que Gab té el mateix rang lliure que G, perquè fent el

quocient per la torsió no el modifiquem.

Definició 1.3.5. Dos caràcters χ1, χ2 són equivalents si existeix r ∈ R+ tal que

χ1 ∼ χ2 ⇐⇒ χ1 = rχ2

Amb aquesta definició podem parlar de la classe d’equivalència d’un caràcter no nul,
[χ] = {rχ | r ∈ R+}, que resulta ser la semi-recta positiva que surt de 0 i passa per
χ.

Definició 1.3.6. El conjunt de les classes d’equivalència no nul.les és l’esfera de

caràcters del grup G.

S(G) = {[χ] | χ ∈ Hom(G,R) \ {0}} = Hom(G,R)/∼

Cada [χ] correspon a un punt de l’esfera de caràcters.

Com que Hom(G,R) és un espai vectorial de dimensió finita, totes les normes
∥ • ∥ hi indueixen la mateixa topologia. L’esfera de caràcters, sent un espai quo-
cient de l’obert Hom(G,R) \ {0}, hereta la topologia quocient, amb la qual és
homeomorfa a l’esfera unitària: S(G) = Hom(G,R)/∼ ≃ Rn/∼ = Sn−1, on
n = dim

(
Hom(G,R)

)
.

Observació. A conseqüència del Lema 1.3.3, si Gab és finit (i, en particular, si el

nostre grup inicial era un grup finit) l’espai vectorial Hom(G, R) només conté l’ho-

momorfisme trivial i l’esfera de caràcters és buida.

Definició 1.3.7. La subesfera d’un subgrup H de G consisteix en els caràcters

que s’anul.len totalment a H ⩽ G, ho denotarem per S(G,H).

S(G,H) = {[χ] | χ(H) = 0}.
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Definició 1.3.8. El rang d’un caràcter és el rang lliure del grup additiu χ(G) ⩽

R. Com que caràcters equivalents tenen el mateix rang, podem parlar del rang d’un

punt de S(G), rg[χ]. Els punts de rang 1 reben el nom de punts racionals, i el

conjunt de tots els punts racionals forma l’esfera racional, SQ(G).

El rang lliure de χ(G) ⩽ R és el mateix que la dimensió de χ(G) respecte Z,
rg[χ] = dimZ

(
Im(χ)

)
. Si el caràcter és racional, rg[χ] = 1 ⇐⇒ dimZ

(
Im(χ)

)
=

1 ⇐⇒ Im(χ) ≃ Z ⇐⇒ Im(χ) = ⟨α⟩Z, per un cert α ̸= 0 ∈ R+ ⇐⇒ χ(si) =
λiα per λi ∈ Z ∀ i, ∀ si ∈ S.

Per un caràcter racional podem suposar que α = 1, ja que χ ∼ 1
α
χ aplicant la relació

d’equivalència 1.3.5. Afirmem, doncs, que Im(χ) ≃ ⟨1⟩Z =⇒ χ(si) = λi per λi ∈
Z ∀ i, ∀ si ∈ S. També podem suposar que mcd{λ1, . . . , λn} = 1, ja que si és algun
altre valor M ̸= 1, prenem 1

|M |χ com a representant de [χ]. Com {λ1, . . . , λn} són
enters coprimers, ⟨λ1, . . . , λn⟩ = ⟨χ(s1), . . . , χ(sn)⟩ = Z.

En resum, els caràcters racionals són aquells tal que χ(si) = λi, on λi ∈ Z ∀ i
coprimers entre si, ∀ si ∈ S. Sobre l’esfera de caràcters són els punts (λ1, . . . , λn)
normalitzats.

Lema 1.3.9. Mòdul la relació d’equivalència 1.3.5, tots els caràcters χ : G↠ Z ↪→
R racionals són morfismes exhaustius de G a Z.

Proposició 1.3.10. Un caràcter χ és racional ⇐⇒ existeix un punt enter a [χ],

la semi-recta positiva que surt de 0 i passa per χ.

Demostració. ⇒ Si χ és racional, χ(si) = λiα per λi ∈ Z ∀ i, ∀ si ∈ S per un cert

α ∈ R+; χ′ = 1
α
χ ∈ [χ] i és un punt racional, ja que χ′(si) = λi per λi ∈ Z.

⇐ Si ∃ χ′ un punt enter a [χ], χ′(si) = λi per λi ∈ Z ∀ i, ∀ si ∈ S i podem suposar

que {λ1, . . . , λn} són coprimers =⇒ ⟨λ1, . . . , λn⟩ = Z.

Lema 1.3.11. Donat un punt p ∈ Rn, sempre hi ha un punt q ∈ Zn tal que ∥p−q∥ ≤
√
n
2
.

Demostració. Donat un punt p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn, per cada coordenada pi, el

nombre enter qi més proper és tal que ∥pi − qi∥ ≤ 1
2
. Prenent q = (q1, . . . , qn):

∥p− q∥ =

√√√√ n∑
i=1

∥pi − qi∥2 ≤

√√√√ n∑
i=1

1

22
=

√
n

4
=

√
n

2
.

Acabem la secció amb l’últim resultat sobre caràcters racionals, que guanyaran
importància sobretot al darrer caṕıtol del treball. El següent teorema ens assegura
que donat un χ ∈ S(G) qualsevol, hi ha un χ racional tan a prop com vulguem.
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Teorema 1.3.12. Els caràcters racionals són densos a S(G).

Demostració. Donat un punt p = (p1, . . . , pn) ∈ S(G) i ϵ > 0, per k > 0 prenem el

punt kp = (kp1, . . . , kpn), que pertany a [p]. Aquest punt kp distarà com a molt
√
n
2

d’un punt q enter, ∥kp−q∥ ≤
√
n
2
, com assegura el Lema 1.3.11. Per tant, q = kp+

→
v

on ∥→v∥ ≤
√
n
2

=⇒ ∥kp∥ − ∥→v∥ ≤ ∥q∥ ≤ ∥kp∥+ ∥→v∥ =⇒ k −
√
n
2
≤ ∥q∥ ≤ k +

√
n
2
.

Un cop trobat aquest q, podem normalitzar-lo i q
∥q∥ ∈ S(G), per la caracterització

dels caràcters racionals de la Proposició 1.3.10, q
∥q∥ és un caràcter racional. Si fitem

∥p− q
∥q∥∥, trobem que:∥∥∥∥p− q

∥q∥

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥kpk − q

∥q∥

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥kpk − q

k

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ qk − q

∥q∥

∥∥∥∥
=

1

k
∥kp− q∥+

∣∣∣∣1k − 1

∥q∥

∣∣∣∣ ∥q∥
≤
√
n

2k
+

∣∣∥q∥ − k∣∣
k∥q∥

(
k +

√
n

2

)

≤
√
n

2k
+

√
n

2k∥q∥

(
k +

√
n

2

)

≤
√
n

2k
+

√
n

2k

(
k +

√
n
2

k −
√
n
2

)

≤
√
n

2

1

k

(
1 +

k +
√
n
2

k −
√
n
2

)
.

Com que

lim
k→∞

√
n

2

1

k

(
1 +

k +
√
n
2

k −
√
n
2

)
= 0

si hem escollit k prou gran en funció d’ϵ, ∥p − q
∥q∥∥ ≤ ϵ i podem concloure que els

caràcters racionals són densos a S(G).



Caṕıtol 2

Introducció a l’invariant

Per començar, definim l’invariant BNS, que denotarem per Σ1. El calculem en
casos senzills i discutim algunes de les seves propietats, recalcant el resultat sobre
la invariància respecte el sistema de generadors. Per últim, presentem un teorema
que ens permet donar una caracterització local de l’invariant.

2.1 Definició

Per cada caràcter χ : G → R definim el subconjunt Gχ = {g ∈ G | χ(g) ≥ 0}.
Remarquem que χ(1G) = 0 ∀χ, aix́ı que 1G sempre pertany a Gχ. Aquesta definició
la podem veure com un subconjunt no només de G, sinó també dels vèrtexs de
Γ(G,S), i parlarem de Γχ = Γχ(G,S), el subgraf generat per Gχ, és a dir, els
vèrtexs amb χ(g) ≥ 0 i totes les arestes presents entre ells.

Observació. Dos caràcters equivalents, χ1 i χ2, indueixen el mateix subconjunt Gχ

i, concretament, el mateix subgraf Γχ. És a dir, aquest només depèn del punt

[χ] ∈ S(G).

Com ja s’ha vist, S generador equival a que Γ és connex, però no podem aplicar el
mateix a Γχ. Aquest fet motiva la definició que ve a continuació, al voltant de la
qual gira tot el treball.

Definició 2.1.1. Per un grup G fg i S un subconjunt generador, l’invariant Bieri-

Neumann-Strebel (BNS) o invariant geomètric del grup G és:

Σ1(G) = {[χ] | Γχ(G,S) és connex} ⊆ S(G).

Més endavant veurem que, tot i involucrar l’elecció d’un subconjunt generador,

17
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Σ1(G) no varia si canviem S, d’aqúı el t́ıtol d’invariant.

Exemples 2.1.2. Fent servir les propietats del graf de Cayley resultant dels grups

següents, podem determinar el seu invariant BNS.

Notació. Donat un graf Γ, P (Γ) es referirà al conjunt de tots els seus camins i donats

p, q ∈ P (Γ) tals que τ(p) = ι(q), denotarem el camı́ concatenat de p i q com pq.

a) Sigui G = Z2 i S = {(1, 0), (0, 1)} un conjunt generador. Per construir un

caràcter, només necessitem les imatges de S:

χ : Z2 −→ R

(1, 0) 7−→ α

(0, 1) 7−→ β.

Demanem també que χ ̸= 0, és a dir, (α, β) ̸= (0, 0). Amb això, χ
(
(x, y)

)
=

χ
(
x(1, 0) + y(0, 1)

)
= xχ

(
(0, 1)

)
+ yχ

(
(0, 1)

)
= xα+ yβ i podem definir el conjunt

que ens interessa:

Gχ = {(x, y) ∈ Z2 | xα + yβ ≥ 0}.

El subconjunt anterior indueix el subgraf Γχ(Z2, S), la recta xα+yβ = 0 simplement

talla el pla Z2 en dos, deixant en un costat la part positiva del caràcter i en l’altre

la part negativa, com podem observar a la Figura 2.1. Podem concloure que ∀χ,
Γχ(Z2, S) és connex, és a dir, Σ1(Z2) = S(Z2) ≃ S1.

Figura 2.1: Tall en dos del graf de Cayley de Z2 respecte S, disponible a [7].
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El mateix passa si contemplem Zn. Sigui ara S ′ = {s1, s2, . . . , sn} la base canònica

de Zn, definim un caràcter qualsevol:

χ : Zn −→ R

s1 7−→ α1

...

sn 7−→ αn.

Com abans, demanem (α1, . . . , αn) ̸= (0, . . . , 0). Amb això, el subconjunt correspo-

nent seria:

Gχ = {(x1, . . . , xn) ∈ Zn | x1α1 + · · ·+ xnαn ≥ 0},

que indueix Γχ(Zn, S ′), un hiperplà arbitrari que passa per l’origen i talla Zn en dos.

Com en el cas de Z2, Γχ és connex ∀χ. És a dir, ∀n ∈ N:

Σ1(Zn) = S(Zn) ≃ Sn−1.

b) Calculem ara Σ1(F2). Prenem χ un caràcter qualsevol i S = {a, b}, podem

suposar que χ(a) i χ(b) són positius (si no, escollim els seus inversos) i demanem

que
(
χ(a), χ(b)

)
̸= (0, 0).

Si χ(a) i χ(b) són els dos > 0, χ no pertany a l’invariant. Podem definir un element h

tal que h = aibjak, χ(h) ≥ 0 i el camı́ que l’uneix amb 1 no pertany a P (Γχ). Primer

escollim i positiu de manera arbitrària i després triem j negatiu tal que χ(aibj) =

iχ(a) + jχ(b) < 0, amb això ens sortim del subgraf positiu. Finalment trobem k

positiu tal que tornem a tenir caràcter positiu, χ(aibjak) = (i+ k)χ(a) + jχ(b) ≥ 0.

Com que Γ(F2, S) és un arbre (vist al caṕıtol anterior als Exemples 1.2.4), per tal

de connectar 1 i h hem de passar forçosament per aibj i, per tant, sortir de Γχ.

Si χ(a) ó χ(b) són exactament 0, el caràcter tampoc pertany a Σ1(F2). Suposem

χ(b) = 0, l’altre cas és anàleg. Fem servir el mateix argument i la mateixa cons-

trucció d’h, però aquest cop prenem i negatiu qualsevol per tal de sortir-nos de Γχ,

j ̸= 0 lliure (doncs χ(b) = 0) i k ≥ i. Com abans, ja que Γ és un arbre, l’únic camı́

per connectar 1 i h no està contingut en el subgraf positiu.

En conclusió, l’invariant de F2 no conté cap caràcter, Σ1(F2) = ∅.
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c) Calculem ara l’invariant per un grup estretament relacionat amb els dos exemples

anteriors: G = C∞ × F2, on C∞ = ⟨s⟩ és el grup ćıclic infinit i F2 = ⟨a, b | ⟩ el grup
lliure de grau 2. Clarament, G està generat per S = {(s, 1), (1, a), (1, b)}, l’equivalent
dels generadors de C∞ i F2 a G. Com que Gab = C∞ab

×F2ab ≃ Z×Z2 = Z3, afirmem

que S(G) ≃ S2 ⊂ R3.

El graf de Cayley tindrà, per cada sn ∈ C∞, una còpia de Γ(F2, {a, b}) (Figura 1.5)

i, a més, arestes de tipus s connectant (sn, w) amb (sn+1, w).

Un caràcter χ de G el podem definir donant lliurement les imatges dels elements

que el generen:

χ : G −→ R

(1, a) 7−→ α

(1, b) 7−→ β

(s, 1) 7−→ γ.

Observem que el cas més senzill per veure si χ pertany o no a l’invariant és quan

γ = 0. Per aquests caràcters, podem afirmar que no n’hi ha cap que pertanyi a

l’invariant: hem demostrat que Σ1(F2) = ∅ i, si γ = 0, per molt que variem el valor

de s i visitem les diferents còpies del graf de Cayley de F2, estarem en la mateixa

situació =⇒ [χ] /∈ Σ1(G).

El següent tipus de caràcters que considerem són aquells que s’anul.len a {a, b} però
no a s. Per la relació d’equivalència 1.3.5, només hi ha dos caràcters, χ tal que

χ(s) = 1 i el seu ant́ıpoda. Com que en el valor del caràcter només participa la

primera coordenada, per χ el subgraf Γχ està format pels vèrtexs (sn, x) tal que

n ≥ 0 i, per −χ, el mateix però tal que n ≤ 0. Aquests dos subgrafs són clarament

connexos, ja que són la meitat superior i inferior de Γ, respectivament =⇒ [χ] i

[−χ] ∈ Σ1(G).

L’últim conjunt de caràcters χ és el que no s’anul.la totalment a cap dels dos grups

que formen G. Aquests pertanyen sempre a l’invariant BNS de G. Donats g =

(sn, x) i h = (sm, x′) ∈ Gχ, hi ha un camı́ p = (g, w) que els connecta dins de

Γ. Si prenem s ∈ C∞ × {1} i λ ∈ N tal que χ(sλ) sigui major o igual (en valor

absolut) que el valor mı́nim de χ en els nodes del camı́ p, podem definir el camı́

pλ = (g, sλws−λ). Observem que aquest camı́ connecta g amb h perquè els elements

de F2 i C∞ commutem entre ells dins de G, i tenim que sλws−λ = w. Intüıtivament,

pλ connecta g amb (sn+λ, x), mitjançant w connecta aquest i (sm+λ, x′) i, finalment,
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torna a h. A part, per com hem escollit λ, el camı́ només passa per vèrtexs amb

caràcter ≥ 0, pλ ∈ P (Γχ) =⇒ [χ] ∈ Σ1(G).

Amb aquests tres tipus hem considerat tots els possibles caràcters de G, aix́ı que

podem afirmar que no n’hi ha cap més que pertanyi a Σ1(G).

Aquest exemple serveix com a introducció a la demostració que farem més endavant

del càlcul de l’invariant per grups definits com G = G1 × G2, on G1 i G2 són fg.

Veurem que, si coneixem Σ1(G1) i Σ
1(G2), podrem donar Σ1(G) expĺıcitament.

d) Per calcular l’invariant de G = BS(1, 2), definit prèviament als Exemples 1.2.4,

observem que els generadors a = (1, s0) i u = (0, s1) satisfan

uau−1 = (0, s1) · (1, s0) · (0, s−1)

= (2, s1) · (0, s−1)

= (2, s0) = (1, s0) · (1, s0) = a2.

Com que uau−1 = a2 ⇐⇒ a−1uau−1 = a, tot caràcter s’anul.la forçadament en a

perquè χ(a) = −χ(a) + χ(u) + χ(a)− χ(u) = 0, reduint S(G) a una sola dimensió.

Tenim, per tant, només dos punts ant́ıpodes, [χ] i [−χ]. Abans de definir aquests dos
caràcters, veiem que no hi ha cap altra restricció per la imatge de u per χ. Prenem

χ el següent caràcter:

χ : G −→ R

a 7−→ 0

u 7−→ 1

i assegurem-nos que és realment un morfisme de grups; si ho és, no hi hauran més

restriccions per la definició del grup. Hem de veure que, donats g = ( n
2r
, sm), h =

( t
2p
, sk) ∈ G, χ(gh) = χ(g) + χ(h). Observem que gh el podem expressar com

(2
pn+2r+mt

2r+p , sm+k), fent servir l’operació definida al grup. Expressem els tres elements

com una paraula en {a, u} mitjançant la paraula que hem vist als Exemples 1.2.4:

g = u−ranum+r,

h = u−patuk+p,

gh = u−r−pa2
pn+2r+mtum+k+r+p.
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Com que χ(a) = 0 i χ(u) = 1:

χ(g) = χ(u−ranum+r) = −r +m+ r = m,

χ(h) = χ(u−patuk+p) = −p+ k + p = k,

χ(gh) = χ(u−r−pa2
pn+2r+mtum+k+r+p) = −r − p+m+ k + r + p = m+ k.

Per tant, χ és un morfisme. Concloem que, per la relació d’equivalència 1.3.5, tan

sols cal que considerem el punt [χ] amb χ donat per χ(u) = 1 i el seu ant́ıpoda [−χ].

Tenim, per tant, només dos subgrafs indüıts. Anem a estudiar la seva connectivitat:

• Γχ: com χ(a) = 0, el subgraf és tots els vèrtexs (x, sm) amb m ≥ 0 i les arestes

entre ells. Si fos connex, hauria d’haver-hi un camı́ per qualsevol parell de

vèrtexs de Γχ. Donat un vèrtex (x, sm) amb x ∈ Z, per molt que canviem de

nivell mitjançant arestes de tipus u i operem uns quants cops per a en aquell

nivell, mai podrem connectar dins de Γχ (x, sm) amb un vèrtex del subgraf on

la primera coordenada no sigui entera. Això és perquè, per n, b ∈ Z tal que

m+ n ∈ N, (x, sm)unab = (x+ b2m+n, sm+n) i x+ b2m+n ∈ Z sempre =⇒ Γχ

no és connex.

• Γ−χ: com χ(a) = 0, el subgraf és tots els vèrtexs (x, sm) ambm ≤ 0 i les arestes

entre ells. Per tot x ∈ Z[1
2
], ∃ n ∈ N tal que x = k2−n per k ∈ Z. Observem

que el mateix però per potències positives de 2 (que, per tant, demostraria

que Γχ és connex) no és cert: si prenem x = 1
2
, ∄ n ∈ N tal que x = k2n

per k ∈ Z. Fent servir aquesta propietat, si x = k2−n, el punt (x, s−n) es

pot connectar amb l’origen mitjançant el camı́ p2 =
(
(x, s−n), a−kun

)
, sense

sortir-nos de Γ−χ: (x, s−n)a−kun = (x − k2−n, s−n)un = (0, s−n)un = (0, s0).

A part, tot vèrtex de la forma (x, sm) amb m < 0 el podem connectar amb

el vèrtex (x, s−n) mitjançant el camı́ p1 =
(
(x, sm), un−m

)
, que és un seguit

d’arestes verticals. Com que ι(p2) = τ(p1) = (x, s−n), els podem concatenar i

concloure que el camı́ px = p1p2 connecta (x, sm) amb l’origen.

Per connectar dos punts (x, sm) i (y, sn) ∈ Γ−χ qualsevol, podem fer el camı́

p = px(py)
−1, ben definit perquè ι

(
(py)

−1
)
= τ(px) = (0, s0) =⇒ Γ−χ śı és

connex.

En resum:

S(G) = {[χ], [−χ]} i Σ1(G) = {[−χ]}.
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2.2 Invariància respecte al sistema de generadors

Comencem definint una extensió de χ, des de G fins a P (Γ), el conjunt de tots els
camins de Γ(G,S). Donat χ : G → R i un camı́ p = e1e2e3 · · · en = (g, s1s2 · · · sn)
que connecta g amb gs1s2 · · · sn, definim vχ(p), el mı́nim valor de χ entre els nodes
del camı́ p. Podem expressar-ho d’aquesta manera:

vχ(p) = min{χ
(
ι(e1)

)
, χ
(
τ(e1)

)
, . . . , χ

(
τ(en)

)
}

= min{χ(g), χ(gs1), χ(gs1s2), . . . , χ(gs1 · · · sn)}
= χ(g) + min{0, χ(s1), χ(s1s2), . . . , χ(s1 · · · sn)}.

Definició 2.2.1. Donat p ∈ P (Γ) i g ∈ G, definim g · p ∈ P (Γ) com el camı́ que

resulta de multiplicar per l’esquerra per g tots els vèrtexs de p.

Per com hem definit el graf de Cayley, si en el camı́ p teńıem els nodes g1 i g1s1
connectats per l’aresta (g1, s1), a g · p els nodes gg1 i gg1s1 ara estaran connectats
per l’aresta (gg1, s1), que està ben definida doncs gg1 ∈ G.

Es pot verificar ràpidament que vχ(p) satisfà les propietats següents:
vχ(p

−1) = vχ(p) per p ∈ P (Γ),
vχ(g · p) = χ(g) + vχ(p) per g ∈ G i p ∈ P (Γ),
vχ(pq) = min{vχ(p), vχ(q)} per p, q ∈ P (Γ) amb τ(p) = ι(q).

Clarament, vχ(p
−1) és el mateix que vχ(p), ja que p i p−1 passen pels mateixos

vèrtexs però en ordre contrari. També veiem que, donat un element g ∈ G i un camı́
p = (h, s1 · · · sn),

vχ(g · p) = min{χ(gh), χ(ghs1), χ(ghs1s2), . . . , χ(ghs1 · · · sn)}
= χ(g) + min{χ(h), χ(hs1), χ(hs1s2), . . . , χ(hs1 · · · sn)}
= χ(g) + vχ(p).

En últim lloc, si concatenem dos camins p i q (tal que τ(p) = ι(q)), vχ(pq) serà el
mı́nim entre el mı́nim de la primera part, vχ(p), i el de la segona, vχ(q).

Un cop definit vχ(p) i discutides algunes de les seves propietats, enunciem i demos-
trem el resultat principal de la secció i un dels teoremes més importants del treball,
que ens assegura que Σ1(G) no depèn del sistema de generadors que escollim per
construir el graf de Cayley.

Teorema 2.2.2. Sigui G un grup fg, Σ1(G) ⊆ S(G) no depèn de S, el sistema de

generadors finit que emprem fer construir el graf de Cayley Γ(G,S).
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Demostració. La idea principal darrere d’aquest resultat recau en el fet que passar

d’un sistema finit de generadors a un altre es pot fer en un nombre finit de passes,

cadascuna de les quals consistirà a eliminar o afegir un generador redundant a S. Ens

serà suficient comparar Γ(G,S) i Γ′ = Γ(G,S ∪ {z}), si estem comparant dos grafs

amb sistemes de generadors que varien en més d’un element, simplement podem

aplicar aquest raonament tants cops com calgui.

Per tot χ : G −→ R diferent de zero, els subgrafs Γχ i Γ′
χ tenen els mateixos vèrtexs.

A part, com z és un generador redundant i es pot expressar en funció dels elements

ja presents a S, z = s1s2 · · · sn per un cert n ∈ N i s1 · · · sn ∈ S, els camins de Γ′ que

ara involucren arestes del tipus z els pod́ıem fer igualment a Γ simplement passant

per s1s2 · · · sn. Observem doncs que VΓχ = VΓ′
χ
i EΓχ ⊂ EΓ′

χ
=⇒ Γχ és un subgraf

de Γ′
χ. Amb això concloem que Γ′

χ és connex si Γχ ho és.

Suposem ara que Γ′
χ és connex. Com que l’única diferència entre Γχ i Γ′

χ és la

presència d’arestes de tipus z, si vχ(s1s2 · · · sn) ≥ 0 tot camı́ de Γ′
χ estarà també a

Γχ. Sigui gz l’element del qual surt una aresta del tipus z a Γχ, si ara substitüım z

per s1 · · · sn, tenim un camı́ p = (gz, s1 · · · sn) que, si vχ(s1s2 · · · sn) ≥ 0, mai passarà

per un vèrtex amb caràcter negatiu (donat també que χ(gz) ≥ 0). En aquest cas,

doncs, no cal fer res més.

En canvi, si vχ(s1s2 · · · sn) < 0, no podem afirmar el mateix. Escollim un element

t ∈ S amb χ(t) > 0 (si resulta que χ(t) < 0, fem servir t–1) i k ∈ N satisfent que

χ(tk) = kχ(t) ≥ −vχ(s1s2 · · · sn).

Donats g i h vèrtexs de Γχ, volem trobar un camı́ que els connecti a dins de Γχ.

Fixem g′ = t−kgtk i h′ = t−khtk, que són tals que χ(g′) = χ(g) i χ(h′) = χ(h) =⇒
g′, h′ ∈ Γχ. Com estem partint del fet que Γ′

χ és connex, existeix un camı́ p′ =

(g′, w′) ∈ P (Γ′
χ) de g

′ fins a h′, que pot passar o no per arestes de tipus z.

Si p′ no passa per arestes de tipus z ó z−1, també és un camı́ de Γχ i no cal que fem

res més.

Si no, substituint-les per la seva corresponent expressió en S, obtenim una nova

paraula w = w1 · · ·wm que dona lloc a un camı́ p = (g′, w), de g′ fins a h′, però

aquest cop a Γ. No podem assegurar que p estigui contingut dintre de Γχ, ja que

vχ(s1s2 · · · sn) < 0, però podem fitar l’“error” comès:

vχ(p) ≥ vχ(s1s2 · · · sn) ≥ −χ(tk).

Aquesta fita bé donada pel fet que estem suposant que p′ contenia còpies de z o
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z−1, aix́ı que p conté la seqüència s1s2 · · · sn. Podem denotar pz com els trossos de

camı́ dintre de p de la forma (g, s1 · · · sn), que trobarem per tots els g dels quals

abans sortia una aresta del tipus z: per cada un podem afirmar que vχ(pz) = χ(g)+

vχ(s1s2 · · · sn) ≥ vχ(s1s2 · · · sn). Com que la resta de trossos de p són exactament

iguals que a p′, passen per vèrtexs amb χ positiu i el valor més baix que vχ(p)

pot assolir és vχ(s1s2 · · · sn) si aquest és negatiu; vχ(s1s2 · · · sn) < 0 =⇒ vχ(p) ≥
vχ(s1s2 · · · sn).

Considerem ara el camı́ tk · p, connecta tkg′ = tkt−kgtk = gtk i tkh′ = tkt−khtk = htk

i compleix que:

vχ(t
k · p) = χ(tk) + vχ(p) ≥ χ(tk)− χ(tk) = 0.

Podem concloure que el camı́ tk · p va des de gtk fins a htk sense sortir de Γχ. Per

acabar de connectar els g i h originals, fem el següent:

g

gtk htk

h

tk t−k

tk · p

Figura 2.2: Visualització del camı́ entre g i h.

Clarament, els vèrtexs visitats en la part del camı́ que connecta g i gtk i la part

entre htk i h tenen caràcter positiu perquè χ(t) > 0 i k ∈ N. Podem concloure que

el camı́ (g, tk(tk · p)t−k) connecta g i h dins de Γχ =⇒ Γχ és connex.

2.2.1 Conseqüències del teorema d’invariància

A causa del teorema que acabem de discutir, per trobar l’invariant BNS d’un grup G
només ens cal saber-lo calcular per un sistema de generadors concret, que escollirem
segons el que es vulgui estudiar. Això dona pas a diversos altres resultats que
exposem seguidament.

Notació. Donat un conjunt A, Ac representa el seu complementari.
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Proposició 2.2.3. Sigui G un grup fg amb centre ζ(G). Llavors

S
(
G, ζ(G)

)c ⊆ Σ1(G).

És a dir, Σ1(G) conté tots els caràcters tal que χ
(
ζ(G)

)
̸= {0}.

Demostració. Sigui χ un caràcter tal que χ
(
ζ(G)

)
̸= {0}, z ∈ ζ(G) \ ker(χ) i S un

sistema de generadors que inclou z. Podem suposar que χ(z) ≥ 0, ja que si no ho

és triem z−1.

Donats g i h ∈ Gχ, existeix un camı́ p = (g, w) a Γ(G,S) connectant-los. Si vχ(p) ≥
0, p pertany al subgraf positiu Γχ. Si no, podem trobar k ∈ N que χ(zk) ≥ −vχ(p).
Aix́ı, fent servir el mateix raonament que hem utilitzat a la demostració del Teorema

2.2.2, el camı́ (g, zkwz−k) es queda dintre de Γχ. A més, gràcies al fet que z ∈ ζ(G),
p connecta g amb gzkwz−k = gw = h =⇒ Γχ és connex.

Pel Teorema 2.2.2, [χ] ∈ Σ1(G).

Lema 2.2.4. Si G és un grup fg i abelià, Σ1(G) = S(G).

Demostració. Sigui G fg i abelià =⇒ ζ(G) = G =⇒ S
(
G, ζ(G)

)
= ∅ =⇒

S
(
G, ζ(G)

)c
= S(G) =⇒

2.2.3
Σ1(G) = S(G).

Abans d’exposar i demostrar la conseqüència següent, necessitem un resultat previ.

Lema 2.2.5. Sigui G un grup (no necessàriament fg) i S un subconjunt generador,

donat g = s1 · · · sn ∈ G i σ ∈ Sn, definim gσ = sσ(1) · · · sσ(n). Llavors g−1
σ g ∈ [G,G].

Demostració. Recordem que el grup simètric Sn es pot generar per les seves trans-

posicions, aix́ı que només cal que demostrem el resultat per aquest cas.

Si σ = t1 · · · tn és la descomposició de σ en transposicions, apliquem el Lema a g−1
tn g

i seguidament a g−1
tn−1tngtn , arribant a què tots dos estan a [G,G]. Com [G,G] és un

subgrup, el producte també hi pertany: g−1
tn−1tngtng

−1
tn g = g−1

tn−1tng ∈ [G,G]. Si fem

això per la resta de transposicions, concloem que g−1
σ g ∈ [G,G].

Prenem doncs σ = (i, j) la transposició dels ı́ndexs i i j, g = s1 · · · si · · · sj · · · sn
i gσ = s1 · · · sj · · · si · · · sn. Les parts que coincideixen les podem referenciar de la

següent manera: u = s1 · · · si−1, v = si+1 · · · sj−1 i w = sj+1 · · · sn, amb aquesta
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notació queda g = usivsjw i gσ = usjvsiw. Vegem ara que g−1
σ g ∈ [G,G]:

g−1
σ g = w−1s−1

i v−1s−1
j u−1usivsjw = w−1s−1

i v−1s−1
j sivsjw ∈ [G,G] ⇐⇒

1.1.7

s−1
i v−1s−1

j sivsj ∈ [G,G] ⇐⇒
s−1
i v−1(sivv

−1s−1
i )s−1

j si(sjvv
−1s−1

j )vsj ∈ [G,G] ⇐⇒
(s−1
i v−1siv)(v

−1s−1
i s−1

j sisjv)(v
−1s−1

j vsj) ∈ [G,G].

Això últim és cert perquè els tres elements entre parèntesis pertanyen clarament a

[G,G], per ser commutadors o conjugats de commutadors.

Amb tot això podem concloure que g−1
σ g ∈ [G,G], com voĺıem veure.

Proposició 2.2.6. Si el commutador de G és fg, Σ1(G) = S(G).

Demostració. Escollim S un sistema de generadors que contingui S ′, un sistema de

generadors de [G,G], i fixem χ un caràcter de G qualsevol. Per veure que Γχ(G,S)

és connex, connectarem g ∈ Gχ amb 1.

Comencem representant g per w = w1 · · ·wn mitjançant S i reordenem la paraula tal

que les lletres amb valors positius de χ quedin davant de la resta, obtenint una nova

paraula w′ = wi1 · · ·wimwj1 · · ·wjm′ on χ(wik) ≥ 0 ∀ k ∈ {1, . . . ,m} i χ(wjk′ ) < 0

∀ k′ ∈ {1, . . . ,m′}. Aquesta nova paraula connectarà ara 1 amb g′.

Com que w i w′ són la mateixa paraula però en diferent ordre, χ(g) = χ(w) =

χ(w′) = χ(g′) =⇒ g′ també pertany a Gχ. Si el valor final χ(g
′) ha de ser major o

igual a 0, vol dir que
m∑
k=1

χ(wik) ≥

∣∣∣∣∣∣
m′∑
k′=1

χ(wjk′ )

∣∣∣∣∣∣ . (2.1)

En el cas de w′, com primer tenim totes les lletres amb caràcter positiu i després

totes les negatives =⇒
2.1

mai passarem per un vèrtex amb caràcter menor a 0 enlloc

del camı́ =⇒ (1, w′) ∈ P (Γχ).

Per últim, connectem g′ i g. Pel lema anterior g′−1g ∈ [G,G], i sigui u la paraula

en S ′ ⊂ S que el representa, el camı́ (1, w′u) connecta 1 amb g i es queda dintre de

Γχ, ja que u ∈ [G,G] =⇒
1.3.2

χ(u) = 0.

Pel Teorema 2.2.2, [χ] ∈ Σ1(G) =⇒ Σ1(G) = S(G).

El resultat d’invariància també ens permet calcular Σ1(G = G1 × G2), on G1 i G2

són fg, en funció del dels seus factors. Sigui πi la projecció canònica de G sobre Gi,
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si tenim un caràcter diferent de zero χ : G1 −→ R, la composició χ◦π1 és un caràcter
sobre G que també és diferent de zero. Aix́ı tenim una inclusió entre espais vectorials
Hom(π1,1): Hom(G1,R) ↪→ Hom(G,R) que indueix una altra entre les esferes de
caràcters, π∗

1 : S(G1) ↪→ S(G). Similarment, definim Hom(π2,1): Hom(G2,R) ↪→
Hom(G,R) i π∗

2 : S(G2) ↪→ S(G). Amb això podem donar ja el resultat que ens
interessa.

Proposició 2.2.7. L’invariant de G = G1 × G2, on G1 i G2 són grups fg, conté

només els caràcters χ : G −→ R que compleixen alguna de les condicions següents:

• χ s’anul.la a G1 × {1} i la restricció de χ sobre G2 pertany a Σ1(G2),

• χ s’anul.la {1} ×G2 i la restricció de χ sobre G1 pertany a Σ1(G1),

• no s’anul.len ni a G1 × {1} ni a {1} ×G2.

Demostració. Sigui S1 i S2 conjunts finits de generadors de G1 i G2 respectivament.

Llavors el conjunt

S = (S1 × {1G1}) ∪ ({1G2} × S2)

és finit i genera el producte directe G = G1 × G2. Pel Teorema 2.2.2, podem fer

servir S per calcular Σ1(G).

Per cada vèrtex g = (g1, g2) de Γ(G,S), existeix una paraula en S1 x1x2 · · ·xh (és a

dir, xi ∈ S1 ∀ 1 ≤ i ≤ h) que representa l’element g1 i una paraula en S2 y1y2 · · · yk
que representa g2. Observem que, sota l’operació de G, els elements de G1 × {1}
i {1} × G2 commuten entre ells, encara que no és necessari que cap dels dos grups

sigui abelià, (x, 1)(1, y) = (x, y) = (1, y)(x, 1). Amb això podem definir els següents

camins que connecten l’origen amb el vèrtex g:

p12 =
(
1G, (x1, 1)(x2, 1) · · · (xh, 1) · (1, y1)(1, y2) · · · (1, yk)

)
, (2.2)

p21 =
(
1G, (1, y1)(1, y2) · · · (1, yk) · (x1, 1)(x2, 1) · · · (xh, 1)

)
. (2.3)

Considerem ara un caràcter diferent de zero χ : G → R i un element g tal que

χ(g) ≥ 0, és a dir, g ∈ Gχ.

Suposem que χ s’anul.la a {1} × G2 i anomenem χ1 a la restricció de χ sobre G1,

que serà ̸= 0. Llavors un camı́ de tipus 2.2 es troba dintre de Γχ(G,S) ⇐⇒ el camı́

p1 = (1, y11y12 · · · y1h) no surt de Γχ1(G1, S1). Això implica que π∗
1 és una bijecció

entre Σ1(G1) i Σ1(G) ∩ S(G,G2). Similarment, π∗
2 envia bijectivament Σ1(G2) a

Σ1(G) ∩ S(G,G1). Amb això demostrem la pertinença a l’invariant de les dues
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primeres categories de caràcters de l’enunciat i la no pertinença dels caràcters que

no compleixen cap de les dues condicions.

Suposem ara que χ no anul.la totalment ni G1 × {1} ni {1} ×G2. Si χ
(
(g1, g2)

)
=

χ
(
(g1, 1) · (1, g2)

)
= χ

(
(g1, 1)

)
+χ
(
(1, g2)

)
≥ 0, llavors χ

(
(g1, 1)

)
≥ 0 ó χ

(
(1, g2)

)
≥

0. En el cas que χ
(
(g1, 1)

)
sigui ≥ 0, escollim un camı́ p12 del tipus 2.2, des de 1G

fins a g. Aquest camı́ no té per què quedar-se dintre de Γχ, però el seu origen 1G, el

seu punt mig (g1, 1) i el seu final g estan a Γχ. La idea és que modifiquem la primera

meitat del camı́ (i més tard la segona) per tal de no sortir-nos de Γχ.

Si el camı́ ja és a Γχ, no cal que fem res. Si no, prenem u un element de {1}×G2 amb

χ(u) > 0, i escollim ℓ ∈ N prou gran tal que χ(uℓ) ≥
∣∣∣vχ ((x1, 1)(x2, 1) · · · (xh, 1))∣∣∣.

Observem que ∀ ℓ ∈ N el camı́

qℓ = (1G, u
ℓ · (x1, 1)(x2, 1) · · · (xh, 1) · u−ℓ)

té la forma següent:

1G

(1, uℓ) (g1, u
ℓ)

(g1, 1)

uℓ

(x1, 1)(x2, 1) · · · (xh, 1)

u−ℓ

Figura 2.3: El camı́ qℓ.

Connecta l’origen amb (g1, 1), ja que uℓ només actua a la segona coordenada en

pertànyer a {1} ×G2.

A part, el caràcter de tots els vèrtexs del camı́ qℓ són ara positius per com hem

escollit ℓ. Podem fer una modificació similar a la segona meitat per acabar tenint

un camı́ a Γχ que va de 1G fins a g = (g1, g2) =⇒ χ ∈ Σ1(G).

L’altre cas que podem tenir, χ
(
(1, g2)

)
≥ 0, és anàleg. Escollim p21 un camı́ de

tipus 2.3 i el modifiquem fent servir u′ ∈ G1 × {1}.

Aix́ı, demostrem que qualsevol caràcter que no s’anul.li totalment ni a G1 × {1} ni
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a {1} ×G2 pertany a l’invariant de G.

Ara que hem vist aquest resultat, el càlcul d’invariants per grups com els que re-
ferencia la proposició és molt més fàcil. Recordem els Exemples 2.1.2, on hav́ıem
calculat Σ1(C∞ × F2) amb un raonament purament basat en el seu graf de Cayley.
Calculem-lo ara fent servir la Proposició 2.2.7.

Exemple 2.2.8. G = C∞×F2, on C∞ = ⟨s⟩ és el grup ćıclic infinit i F2 = ⟨a, b | ⟩ el
grup lliure de grau 2; Gab = C∞ab

×F2ab ≃ Z×Z2 = Z3, implica que S(G) ≃ S2 ⊂ R3.

Un caràcter χ de G el podem definir amb les imatges dels elements que el generen,

sense cap restricció:

χ : G −→ R

(1, a) 7−→ α

(1, b) 7−→ β

(s, 1) 7−→ γ.

Prèviament, als Exemples 2.1.2, hem trobat que Σ1(C∞) = S(C∞) (perquè és iso-

morf a Z) i Σ1(F2) = ∅. Per trobar l’invariant de G apliquem la Proposició 2.2.7.

• Els caràcters que s’anul.lin a C∞ × {1} (γ = 0) són els de l’equador de S(G).

No n’hi ha cap tal que la restricció sobre F2 pertanyi a Σ1(F2), ja que aquest

invariant és buit. Representen l’equador de l’esfera de caràcters, marcat en

vermell a la Figura 2.4.

• Com Σ1(C∞) = S(C∞), tots els caràcters que s’anul.len a {1} × F2 pertanyen

a Σ1(G). Són els caràcters tal que α = β = 0 i γ ̸= 0, aplicant la relació

d’equivalència usual tenim només dos caràcters d’aquest tipus: un quan γ = 1

i l’altre per γ = −1. Són exactament els pols nord i sud de S(G), en blau a la

Figura 2.4.

• La resta de caràcters són els que no s’anul.len ni a C∞ × {1} ni a {1} × F2,

i tots formen part de Σ1(G). Representen tota l’esfera excepte l’equador i els

pols, veiem aquests punts destacats en verd a la Figura 2.4.

Concloem que els únics caràcters que no pertanyen a l’invariant de G són els que

s’anul.len només a C∞ × {1}, S(G,C∞) =⇒ Σ1(G)c = S(G,C∞). Com hem dit,

S(G,C∞) és l’equador de S(G) =⇒ l’invariant de G és tota l’esfera de caràcters

excepte l’equador, Σ1(G) = S(G,C∞)c.
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Figura 2.4: Visualització de Σ1(C∞ × F2). Trobem ressaltats en
blau i verd els punts que pertanyen a l’invariant.

2.3 Els subespais Γ(G,S)Iχ

En el context de la definició de l’invariant BNS, cada caràcter χ : G → R i cada
interval no buit I ⊆ R, dona lloc a I −→ GI

χ, i acabem tenint una col.lecció de
subconjunts de G. Els definim de la següent manera:

GI
χ = {g ∈ G | χ(g) ∈ I}.

Amb això podem definir ΓIχ, el subgraf de Γ(G,S) generat per G
I
χ. Un cas particular

seria Γχ = Γ
[0,∞)
χ , el subgraf amb el que definim Σ1(G).

Per cada g ∈ G el graf traslladat g · ΓIχ coincideix amb Γ
χ(g)+I
χ , aix́ı que els grafs ΓIχ

i Γr+Iχ són isomorfs si r ∈ Im(χ).

Amb aquests conceptes, podem donar un resultat que tindrà diverses aplicacions.

Lema 2.3.1. Si Γa∗ = Γ
[a∗,∞)
χ és connex per alguna a∗ ∈ R, llavors Γa = Γ

[a,∞)
χ és

connex ∀ a ∈ R.

Demostració. Mirem primer el cas a < a∗ =⇒ Γa∗ ⊆ Γa. Sigui t ∈ S un element

amb χ(t) > 0 i escollim ℓ prou gran tal que a + χ(tℓ) ≥ a∗. Per tots els vèrtexs

g ∈ Γa el camı́ pg = (g, tℓ) es queda dins de Γa i connecta g amb gtℓ, que pertany a

Γa∗ . Amb això ja podem concloure que Γa és connex. Efectivament, donats g1 i g2

de Γa tenim el camı́ següent:
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g1 g1t
ℓ g2t

ℓ g2
tℓ w t−ℓ

Figura 2.5: Exemple de camı́ entre dos elements qualsevol de Γa.

on w és la paraula que connecta g1t
ℓ amb g2t

ℓ dintre de Γa∗ , que existeix segur, ja

que el graf Γa∗ és connex.

Per l’altre cas, si a > a∗, escollim h ∈ G tal que a + χ(h) < a∗. Llavors el subgraf

h·Γa és connex per l’argument anterior; com h·Γa ≃ Γa, aquest també és connex.

Corol·lari 2.3.2. Si Γχ(G,S) no és connex, té infinites components connexes.

Demostració. Si Γχ té un nombre finit de components connexes, ∃ a < 0 tal que

podem connectar totes aquestes components dins de Γ
[a,∞)
χ . Aquest valor de a es

pot trobar simplement buscant, de tots els camins p a Γ que connectin entre elles

les diferents components connexes, el mı́nim entre vχ(p) i escollint a ≤ vχ(p).

Això implica que Γ
[a,∞)
χ és connex. Pel Lema 2.3.1 també ho és Γχ, que és una

contradicció. Concloem que Γχ té infinites components connexes.

2.4 El criteri Σ1

El fet que un caràcter χ pertanyi o no a l’invariant de G és una propietat global, ja
que equival a què el graf Γχ sigui connex. En aquesta secció presentem un resultat
que ens permet caracteritzar la pertinença a Σ1(G) amb informació local del graf.

Teorema 2.4.1. Per tot caràcter χ diferent de zero i per tot t ∈ S amb χ(t) > 0,

les condicions següents són equivalents:

(i) el subgraf Γχ és connex,

(ii) ∀ s ∈ S, ∃ ps = (t, ws) un camı́ a Γ des de t fins a st que satisfà vχ(ps) >

vχ
(
(1, s)

)
= min{0, χ(s)}.

Intüıtivament, la segona condició del teorema ens indica que per cada generador t
amb caràcter positiu i cada generador s, existeix un camı́ ps de t a st que sempre
queda estrictament per sobre (respecte al valor de χ dels vèrtexs) del camı́ “natural”
(1, s). A la Figura 2.6 veiem com queda aquest nou camı́ en relació amb l’original,
en funció de si χ(s) és positiu, zero o negatiu.
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Figura 2.6: Els tres casos per la condició vχ(ps) > vχ
(
(1, s)

)
, tret de [7].

Demostració. Estudiem les dues implicacions.

(i) =⇒ (ii): Donat s ∈ S, definim rs = min{χ(t), χ(st)}. Com que Γχ és connex,

Γ
[rs,∞)
χ també ho és pel Lema 2.3.1. Tenim, doncs, un camı́ ps = (t, ws) des de

t fins a st dintre de Γ
[rs,∞)
χ tal que:

vχ(ps) ≥ rs = min{χ(t), χ(st)} = vχ
(
(1, s)

)
+ χ(t) > vχ

(
(1, s)

)
.

Aquesta construcció la podem replicar ∀ s, aix́ı que (ii) és cert.

(ii) =⇒ (i): Definim d = {min{vχ(ps) − vχ
(
(1, s)

)
} | s ∈ S} i observem que

d > 0. Volem trobar un camı́ entre 1 i g ∀ g ∈ Gχ que quedi dintre de Γχ.

Considerem un camı́ p des d’1 fins a g a Γ, que és connex. Si p només passa per

vèrtexs de Γχ, no cal que fem res. Si en algun moment passa per un node amb

caràcter negatiu, el manipulem adequadament per tal de visitar només vèrtexs

del subgraf positiu. Definim la transformació T : P (Γ) −→ P (Γ), que donat

un camı́ p substitueix cada aresta (h, s) de p pel camı́ (h, twst
−1) i després

elimina els subcamins de tipus (h′, t−1t). Ho podem visualitzar mitjançant la

següent il.lustració del camı́ T (
(
1, s1s2)

)
, marcat en blau:

1 s1

t s1t

s2

s1s2t

s1

t t−1

s2

t t−1

Figura 2.7: Primer pas de la
transformació T .

1 s1

t s1t

s2

s1s2t

s1

t

s2

t−1

Figura 2.8: Segon pas de la
transformació T .
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Això implica que per cada canvi de (1, s) a ps, aquell tros del camı́ passa de

tenir un mı́nim (respecte al valor del caràcter) a vχ
(
(1, s)

)
a tenir-lo a vχ(ps)

(augmentant en vχ(ps) − vχ
(
(1, s)

)
≥ d > 0) ó a χ(1) = 0 si després de fer

aquest intercanvi de camins ja no tenim cap vèrtex amb caràcter negatiu. Com

que d = {min{vχ(ps)− vχ
(
(1, s)

)
} | s ∈ S} > 0, T (p) satisfà la inequació

vχ
(
T (p)

)
≥ min{vχ(p) + d, 0}

i continua connectant 1 amb g. Si iterem T diverses vegades, obtenim una

seqüència de camins p, T (p), T 2(p), . . . entre 1 i g; aquests camins estan

cada cop més a prop de quedar-se dins de Γχ. Efectivament, com cada cop

augmentem vχ
(
T (p)

)
en com a mı́nim d unitats, si ℓ ≥

∣∣vχ(p)∣∣ /d, T ℓ(p) passa
només per nodes amb caràcter major o igual a 0 =⇒ Γχ és connex.

Remarca. La condició (ii) del teorema anterior rep el nom de versió geomètrica del

criteri Σ1.

Exposem ara un corol.lari del Teorema 2.4.1, tot i que a causa de la seva importància
li donem el t́ıtol de teorema.

Teorema 2.4.2. L’invariant Σ1(G) és un obert de S(G).

Demostració. Suposem χ un caràcter diferent de 0 de Σ1(G). Escollim t un element

de S tal que χ(t) > 0, per la implicació (i) =⇒ (ii) del Teorema 2.4.1 tenim

que, ∀ s ∈ S, existeix un camı́ ps ∈ Γ(G,S) des de t fins a st que satisfà vχ(ps) >

vχ
(
(1, s)

)
.

Com que tenim un nombre finit d’inequacions estrictes, encara són certes si subs-

titüım χ per un caràcter ψ suficientment a prop de χ. Amb això, podem aplicar la

implicació (ii) =⇒ (i) a ψ i concloure que aquest també pertany a Σ1(G). Per

tant, el conjunt obert de S(G)

O([χ]) = {[ψ] | ψ(t) > 0 i vψ(ps) > vψ
(
(1, s)

)
per s ∈ S}

està contingut en Σ1(G). Això és cert ∀ [χ] ∈ Σ1(G), fet que implica que Σ1(G) és

un obert de S(G).

Per poder enunciar la proposició següent, recordem el Lema 1.3.9, que ens garanteix
que donat un caràcter χ racional, ∃ t ∈ G tal que χ(t) = 1.

Proposició 2.4.3. Sigui χ : G ↠ Z ↪→ R un punt racional de S(G) i t ∈ G un

element amb χ(t) = 1, les següents condicions són equivalents:
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(i) [χ] ∈ Σ1(G),

(ii) N = ker(χ) conté un subgrup fg H ⩽ N tal que

t−1Ht ⊆ H i
⋃
ℓ∈N

tℓHt−ℓ = N. (2.4)

Demostració. Considerem totes dues implicacions.

(i) =⇒ (ii): Prenem B = {s1, . . . , sm}, m ∈ N un sistema de generadors de

G, clarament B ∪ {t} també genera G. Definim ara ri = χ(si) ∈ Z i ai =

t−risi ∈ N , ∀ i ∈ {1, . . . ,m}; χ(ai) = 0 ∀ i. Podem, per tant, afirmar que

S = {t} ∪ {a1, . . . , am} és un subconjunt generador finit de G, pel Teorema

2.2.2, podem calcular Σ1(G) fent servir S.

Com que estem suposant que Γ(G,S)χ és connex, la segona implicació del

Teorema 2.4.1 ens assegura que, per i ∈ {1, . . . ,m}, existeix un camı́ pi que

connecta t amb ait i satisfà vχ(pi) > vχ
(
(1, ai)

)
= 0, on l’última igualtat és

certa ja que ai ∈ ker(χ); com χ pren valors a Z podem dir que vχ(pi) ≥ 1. De

fet, com que pi comença a t i χ(t) = 1, vχ(pi) = 1.

1 ai

t ait

χ val 0

t t

χ val 1

Figura 2.9: En blau, la paraula wi, que connecta t amb
ait. Es pot apreciar que vχ(pi) = 1 i vχ(wi) ≥ 0.

Sigui wi una paraula en S tal que pi = (t, wi) =⇒ ait = twi =⇒ t−1ait = wi.

Si volem ara calcular vχ(wi), ens fixem que vχ(pi) = 1 =⇒ vχ(wi) ≥ 0, com

veiem a la Figura 2.9. Això vol dir que, si estem en la posició j de la paraula

wi i hem passat per n t’s, en el que queda de paraula no podran haver-hi més

de n t inverses, ja que χ(ai) = 0 ∀ i i s’ha de mantenir vχ(wi) ≥ 0. Aquesta

propietat implica que la primera t tindrà sempre exponent ≥ 1. A més a més,

l’última t present a wi tindrà exponent≤ −1, ja que si tingués exponent positiu
voldria dir que en algun moment hauŕıem trencat la restricció vχ(wi) ≥ 0.

Aquest fet es pot reescriure com que wi és igual a un producte de conju-

gats de ai, ai,ℓ = tℓait
−ℓ amb ℓ ≥ 0. Per veure-ho, expressem wi mit-
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jançant u1t
k1u2 · · · tkn−1unt

kn , on ki són enters i ui = ai1 · · · aini
són paraules

en {a1, . . . , am} tal que {i1, . . . , ini
} és un subconjunt d’́ındexs de {1, . . . ,m}.

Amb aquesta notació, duem a terme el següent procés iteratiu:

• Iteració i = 1: definim ℓ1 = k1, que és sempre ≥ 0, i substitüım u2 =

a21 · · · a2n2
per

u′2 =
(
a21t

−ℓ1
)(

tℓ1a22t
−ℓ1
)
· · ·
(
tℓ1a2n2

t−ℓ1
)
.

Un cop fet això, definim ℓ2 = k1+k2. Com que vχ(wi) ≥ 0 ens assegurem

que ℓ2 ≥ 0.

• Iteració i = 2 a n− 1: sigui j = i+ 1, fent servir la ℓj−1 definida al pas

anterior, substitüım uj = aj1 · · · ajnj
per

u′j =
(
aj1t

−ℓj−1

)(
tℓj−1aj2t

−ℓj−1

)
· · ·
(
tℓj−1ajnj

t−ℓj−1

)
.

Un cop fet això, definim ℓj = ℓj−1 + kj ≥ 0.

• Iteració i = n: com que kn sempre és ≤ 0 i −ℓn−1 = kn, eliminem

l’última tkn que ja l’haurem posat a la iteració anterior.

Un cop hem fet tots els passos necessaris, arribem a wi reescrita com un

producte de conjugats ai,ℓ = tℓait
−ℓ amb ℓ ≥ 0, tal com voĺıem.

Sigui µ l’́ındex ℓ més gran pel qual algun conjugat ai,ℓ es troba a una de les

paraules wi, definim

H = {ai,ℓ | 1 ≤ i ≤ m i 0 ≤ ℓ ≤ µ}.

Observem que H genera un subgrup H ⩽ N ja que χ(ai,ℓ) = 0 ∀ i, ℓ; com que

H és finit, H és fg. Vegem que H satisfà t−1Ht ⊆ H:

• si l > 0 i ai,ℓ ∈ H, llavors t−1ai,ℓt = t−1tℓait
−ℓt = tℓ−1ait

−(ℓ−1) ∈ H,
• si l = 0, llavors t−1ai,0t = t−1ait = wi ∈ H, perquè wi és producte

d’elements de H i, com hem escollit µ el màxim ı́ndex de ℓ present a una

de les paraules, ens assegurem que totes hi pertanyen.

Abans de demostrar la següent condició, demostrem que {a1, . . . , am} generaN
com a subgrup normal, és a dir, N està generat pels conjugats de {a1, . . . , am}
per qualsevol element de G. Com que G està generat per S, els conjugats són

{ai,ℓ, ∀ 1 ≤ i ≤ m i ℓ ∈ Z}. Sigui n ∈ N , expressem-la com una paraula

w ∈ S. Com que χ(n) = 0, w té el mateix nombre de t que de t inverses.

Reescrivim w com u1t
k1u2 · · · tkn−1unt

kn , on ki són enters i ui = ai1 · · · aini
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són paraules en {a1, . . . , am} tal que {i1, . . . , ini
} és un subconjunt d’́ındexs de

{1, . . . ,m}. Ara podem aplicar a w el procés iteratiu que hem fet anteriorment

en aquesta demostració, amb la diferència que no tenim que vχ(w) ≥ 0, aix́ı

que la positivitat de ℓi no es mantindrà necessàriament durant tot el procés.

Però l’expressió resultant serà un producte de conjugats ai,ℓ, ja que χ(a) = 0.

Per veure que la condició
⋃
ℓ∈N t

ℓHt−ℓ = N es compleix, observem primer que

el fet que
⋃
ℓ∈N t

ℓHt−ℓ ⊆ N és obvi, ja que H ⩽ N i N és normal.

Per veure que N ⊆
⋃
ℓ∈N t

ℓHt−ℓ, considerem n ∈ N i l’expressem com una

paraula w en {ai,ℓ, ∀ 1 ≤ i ≤ m i ℓ ∈ Z}, que hem vist que genera N : w =

tℓ1ai1t
−ℓ1 · · · tℓpaipt−ℓp on {i1, . . . , ip} és un subconjunt d’́ındexs de {1, . . . ,m}.

Definim J = max{ℓ1, . . . , ℓp} ≥ 0, i reescrivim n com tJ(t−JwtJ)t−J . Ara

volem veure que t−JwtJ ∈ H,

t−JwtJ = t−J(tℓ1ai1t
−ℓ1 · · · tℓpaipt−ℓp)tJ

=
(
t−J(tℓ1ai1t

−ℓ1)tJ
)(

t−J(tℓ2ai2t
−ℓ2)tJ

)
· · ·
(
t−J(tℓpaipt

−ℓp)tJ
)

=
(
tℓ1−Jai1t

J−ℓ1
)(

tℓ2−Jai2t
J−ℓ2

)
· · ·
(
tℓp−Jaipt

J−ℓp
)

i tℓi−Jaij t
J−ℓi ∈ H ∀ j ∈ {1, . . . , p}: aij = aij ,0 ∈ H ∀ i, ℓi − J ≤ 0 i J − ℓi ≥ 0

perquè J era el màxim exponent de t present a w, i t−1Ht ⊆ H. Aix́ı, cada

element de N el puc expressar com tℓht−ℓ per uns certs ℓ ∈ N i h ∈ H =⇒
N ⊆

⋃
ℓ∈N t

ℓHt−ℓ =⇒
⋃
ℓ∈N t

ℓHt−ℓ = N .

(ii) =⇒ (i): Sigui H ⩽ N = ker(χ) que obeeix les propietats 2.4, escollim una

base finita de generadors de H, B = {b1, b2, . . . , bf} (amb els inversos inclosos).

Afirmem que S = {t}∪B genera G. Donat un element g ∈ G amb χ(g) = r ∈
Z =⇒ χ(gt−r) = 0 ∈ N =⇒ a causa que

⋃
ℓ∈N t

ℓHt−ℓ = N puc expressar

gt−r = tℓwgt
−ℓ per una certa ℓ ≥ 0 i wg ∈ H una paraula en B. Per tant,

g = tℓwgt
−ℓtr ∈ ⟨S⟩. Pel Teorema 2.2.2, podem calcular Σ1(G) fent servir S.

Expressem cada conjugat t−1bit com una paraula wi a B; wi existeix ∀ 1 ≤ i ≤
f , ja que t−1Ht ⊆ H. La relació t−1bit = wi =⇒ el camı́ pi = (t, wi) connecta

t amb bit. El fet que B genera H ⩽ N = ker(χ) =⇒ χ(B) = {0}, que ens

porta a

vχ(pi) = vχ(wi) + χ(t) = 1 > vχ
(
(1, bi)

)
= 0 ∀ bi.

Per últim, pel generador t, observem que el camı́ pt = (t, t) connecta t amb t2

i vχ(pt) = vχ(t) + χ(t) = 2 > vχ
(
(1, t)

)
= vχ(t) + χ(1) = 1.

Aix́ı, χ compleix la versió geomètrica del criteri Σ1 =⇒
2.4.1

[χ] ∈ Σ1(G).
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Corol·lari 2.4.4. El nucli d’un caràcter racional χ : G ↠ Z ↪→ R és fg ⇐⇒
{[χ], [−χ]} ∈ Σ1(G).

Demostració. ⇒ Si N = ker(χ) és fg, H = N obeeix les propietats 2.4 perquè el

nucli és un subgrup normal i la Proposició 2.4.3 implica que [χ] ∈ Σ1(G).

Com que ker(χ) = ker(−χ), això també implica que [−χ] ∈ Σ1(G).

⇐ Sigui N = ker(χ) = ker(−χ) i un element t ∈ G amb χ(t) = 1, per la Proposició

2.4.3 tenim que:

• [χ] ∈ Σ1(G) =⇒ ∃ A ⩽ Nfg tal que t−1At ⊆ A i
⋃
ℓ≥0 t

ℓAt−ℓ = N .

• [−χ] ∈ Σ1(G) =⇒ ∃B ⩽ Nfg tal que tBt−1 ⊆ B i
⋃
ℓ≤0 t

ℓBt−ℓ = N .

Siguin SA = {a1, . . . , an} i SB = {b1, . . . , bm} subconjunts generadors finits d’A i B,

respectivament. El primer que observem és que, per la propietat
⋃
ℓ≥0 t

ℓAt−ℓ = N ,

N = ⟨ai,ℓ = tℓait
−ℓ, ∀ 1 ≤ i ≤ n i ℓ ≥ 0⟩. Volem arribar a veure que N és fg, per

tant, voldŕıem trobar un subconjunt generador finit partint del que ja tenim.

Com que cada ai ∈ N , ∃ ℓi ≥ 0 i b ∈ B tal que ai = t−ℓibtℓi perquè
⋃
ℓ≤0 t

ℓBt−ℓ = N .

Això implica que tℓiait
−ℓi = b i, si ℓ ≥ ℓi, t

ℓait
−ℓ ∈ B perquè tBt−1 ⊆ B. Amb això

tenim que SN = SB ∪ {ai,ℓ, 0 ≤ ℓ ≤ ℓi i ∀ 1 ≤ i ≤ n} és finit i N = ⟨SN⟩ =⇒ N és

fg.



Caṕıtol 3

Resultats sobre indecidibilitat

La meta final d’aquest caṕıtol és demostrar la indecidibilitat de l’invariant BNS d’un
grup: no hi ha cap algoritme que, donada una presentació finita d’un grup G i donat
un caràcter racional χ : G −→ R, pugui determinar si [χ] ∈ Σ1(G) o no.

Per arribar a aquest resultat, primer s’han de demostrar diverses coses, que formaran
una cadena de resultats que ens portarà a poder demostrar el que volem.

La referència en què ens hem basat per estructurar aquest caṕıtol és [2].

3.1 Resultats previs

Definició 3.1.1. Una presentació d’un grup és una manera de representar un

grup K. Donat un conjunt X de generadors i R un llistat complet de relacions entre

aquests generadors, K =
〈
X | R

〉
és una presentació de K. Que el llistat R sigui

complet vol dir que qualsevol relació entre els elements de K es pot expressar com

un producte de conjugats de relacions presents a R.

És sabut que tot grup admet una (de fet, infinites) presentacions. Si un grup admet
una presentació amb X i R finits, direm que és fp, finitament presentat. Si
només X és finit, G serà fg.

Definició 3.1.2. Donada una presentació H =
〈
X | R

〉
i qualsevol α ∈ Aut(H) el

producte semidirecte H ⋊α Z admet una presentació de la forma〈
X, t | R, txt−1 = α(x) (x ∈ X)

〉
. (3.1)

Direm que un grup K és H-by-Z si admet una presentació del tipus 3.1 per algun

39
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grup H i α ∈ Aut(H). Si no ens cal especificar de quin subgrup estem parlant,

podem dir que K és ∗ -by-Z.

La famı́lia de grups H-by-Z que compleixen una propietat P és

[H-by-Z]P = {H ⋊α Z | α ∈ Aut(H), H ⋊α Z compleix P}.

I si H té la propietat P , ens referirem a

P -by-Z = {H ⋊α Z | α ∈ Aut(H), H compleix P},

que no és necessàriament el mateix que [H-by-Z]P .

Concretament, si P és la propietat de ser fg ó fp,

fg-by-Z = {H ⋊α Z | H fg, α ∈ Aut(H)},
fp-by-Z = {H ⋊α Z | H fp, α ∈ Aut(H)}.

En resum, un grupK serà fg-by-Z (resp. fp-by-Z) si existeix un grupH fg (resp. fp)
i α ∈ Aut(H) tal que K es pot presentar com 3.1.

Proposició 3.1.3. Sigui K un grup, K és H-by-Z per un cert α ∈ Aut(H) ⇐⇒
H =

〈
X | R

〉
◁ K i K/H ≃ Z.

Demostració. ⇒ K =
〈
X, t | R, txt−1 = α(x) (x ∈ X)

〉
i H = ⟨X⟩ és clarament

subgrup de K.

Vegem ara que H és normal, siguin h′ i h ∈ H:

hh′h−1 ∈ H, ja que H és subgrup,

tht−1 = α(h) i t−1ht = α−1(h) ∈ H, aplicant la relació adient.

Per aquest últim pas, és vital que α sigui un automorfisme per poder usar el seu

invers. Com H és subgrup normal, tenim que

K/H =
〈
X, t | R, txt−1 = α(x) (x ∈ X)

〉
/H ≃

〈
t | t · 1 · t−1 = 1

〉
=
〈
t
〉
= Z.

⇐ Sigui π : K ↠ K/H ≃ Z la projecció canònica. Prenem k ∈ K tal que π(k) = 1,

que existeix doncs π és exhaustiva, i considerem el morfisme

γ : K −→ K

x 7−→ kxk−1.
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Ara podem considerar α = γ|H , la restricció de γ en H, com que H és normal, α ∈
Aut(H) i definim H ⋊α Z =

〈
X, t | R, txt−1 = α(x) (x ∈ X)

〉
.

La nostra meta és veure que K és H-by-Z, és a dir, que admet una presentació com

3.1. Per veure-ho trobarem un isomorfisme entre K i H ⋊α Z.

Primer, constrüım el següent morfisme:

f : H ⋊α Z −→ K

x 7−→ x si x ∈ X,
t 7−→ k.

Per tal que f estigui ben definit, hem de veure que les relacions de H ⋊α Z són

respectades per f . En efecte, les relacions de R es compleixen a K, ja que involucren

només elements d’X que per f queden igual i es mantenen. A part, f(txt−1) = kxk−1

i f
(
α(x)

)
= α(x) perquè α(x) ∈ H; f(txt−1) = f

(
α(x)

)
és cert per definició d’α i

concloem que f està ben definit.

Per veure que f és un isomorfisme, construirem la seva inversa. Definim f ′ com

f ′ : K −→ H ⋊α Z

g 7−→
(
gk−π(g)

)
tπ(g).

Observem que donat π(g) = n ∈ Z, com que π(k) = 1, π(gkn) = 0 =⇒ gk−n ∈
ker(π) = H, aix́ı que

(
gk−n

)
tn és un element d’H ⋊α Z. Vegem que f ′ és morfisme,

siguin g1, g2 ∈ K i n = π(g1),m = π(g2) ∈ Z i prenem f ′(g1) =
(
g1k

−n) tn i

f ′(g2) =
(
g2k

−m) tm, f ′(g1g2) =
(
g1g2k

−n−m) tn+m; calculant a K tenim(
g1k

−n) tn (g2k−m) tm = g1k
−n(tng2k

−mt−n)tntm

= g1k
−n (αn(g2k−m)) tntm

= g1k
−nkng2k

−mk−ntntm

=
(
g1g2k

−n−m) tn+m.
On hem fet servir que g2k

−m ∈ H i les relacions txt−1 = α(x) per x ∈ X.

L’últim pas que ens queda és veure que f i f ′ són morfismes mútuament inversos:

f ◦ f ′: Sigui g ∈ K, f
(
f ′(g)

)
= f

(
(gk−π(g))tπ(g)

)
= gk−π(g)kπ(g) = g.

f ′ ◦ f : Sigui x ∈ X, f ′ (f(x)) = f ′(x) = xk−π(x)tπ(x) = xk0t0, ja que x ∈ H =
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ker(π). Si prenem t, f ′ (f(t)) = f ′(k) = kk−π(k)tπ(k) = kk−1t1 = t, ja que k

era tal que π(k) = 1.

Aix́ı que f = (f ′)−1 i tenim un isomorfisme entre K i H ⋊α Z.

Proposició 3.1.4. K és un grup P -by-Z per una propietat de grups P ⇐⇒ ∃H ◁

K tal que H compleix la propietat P i K/H ≃ Z.

Definició 3.1.5. Siguin K =
〈
XK | RK

〉
i H =

〈
XH | RH

〉
, definim el producte

lliure entre K i H com

K ∗H =
〈
XK ⊔XH | RK ⊔RH

〉
.

Això vol dir que K ∗H està generat pels generadors de K i els de H i les relacions

que el governen consisteixen en les relacions de K i les d’H juntes. Les unions són

disjuntes donat que estem suposant que no hi ha confusions amb les notacions dels

dos grups.

Lema 3.1.6. Sigui K =
〈
X | R

〉
un grup qualsevol amb generadors X = {xj}j∈J i

considerem el producte lliure d’infinites còpies de K

∗
i∈Z

K =
〈
X(i) (i ∈ Z) | R(i) (i ∈ Z)

〉
,

on
〈
X(i) | R(i)

〉
per i ∈ Z són còpies disjuntes de la presentació original de K.

Llavors (
∗
i∈Z

K

)
⋊τ Z ≃ K ∗Z,

on τ és l’automorfisme de ∗i∈ZK definit per

τ : x
(i)
j 7−→ x

(i+1)
j

(
∀ i ∈ Z,∀x(i)j ∈ X(i)

)
.

Demostració. Observem primer que τ és un automorfisme de ∗i∈ZK ja que el con-

junt d’́ındexs és Z, que és infinit per les dues bandes.

Anomenant t al generador de Z, tenim que

(
∗
i∈Z

K

)
⋊τ Z =

〈
X(i) (i ∈ Z), t

R(i) (i ∈ Z),
tx

(i)
j t

−1 = x
(i+1)
j

(
∀ i ∈ Z,∀x(i)j ∈ X(i)

) 〉.
Primer de tot, observem que podem eliminar les relacions R(i) ∀ i ̸= 0 sense afectar

al grup. Això és perquè en ser còpies de la mateixa presentació, l’única diferència

entre dos grups de relacions R(i) i R(j) és la presència de x
(i)
j ó x

(j)
j , però fent
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servir tx
(i)
j t

−1 = x
(i+1)
j podem passar de x

(i)
j a x

(i+1)
j conjugant per t; sigui R

(i)
j =

x
(i)
j1
· · ·x(i)jn una relació del nivell i, R

(i+1)
j = x

(i+1)
j1
· · ·x(i+1)

jn
= (tx

(i)
j1
t−1) · · · (tx(i)jn t

−1) =

t(x
(i)
j1
· · ·x(i)jn )t

−1 = tR
(i)
j t

−1. Aix́ı, podem intercanviar x
(i)
j i x

(j)
j conjugant|j − i| cops

per t. Això vol dir que quedant-nos amb només una còpia de les relacions podem

obtenir la resta per conjugació que, per tant, són supèrflues. Ens quedem amb R(0).

(
∗
i∈Z

K

)
⋊τ Z =

〈
X(i) (i ∈ Z), t

R(i) (i ∈ Z),
tx

(i)
j t

−1 = x
(i+1)
j

(
∀ i ∈ Z,∀x(i)j ∈ X(i)

) 〉

≃

〈
X(i) (i ∈ Z), t

R(0),

tx
(i)
j t

−1 = x
(i+1)
j

(
∀ i ∈ Z,∀x(i)j ∈ X(i)

) 〉

Fent un raonament similar, ens fixem que podem obviar la part de tx
(i)
j t

−1 =

x
(i+1)
j

(
∀ i ∈ Z,∀x(i)j ∈ X(i)

)
. La justificació d’això és causada pel fet que podem

expressar x
(i)
j ∀ i ∈ Z com tix

(0)
j t−i i si substitüım totes les instàncies de x

(i)
j que

apareguin al conjunt de generadors (només estaran a X(i) ja que les còpies K(i)

són disjuntes) per tix
(0)
j t−i, no ens cal posar-ho com a restricció. De fet, ara tots els

generadors diferents de X(0) i t són conjugats d’aquests, aix́ı que els podem eliminar.

(
∗
i∈Z

K

)
⋊τ Z =

〈
X(i) (i ∈ Z), t

R(i) (i ∈ Z),
tx

(i)
j t

−1 = x
(i+1)
j

(
∀ i ∈ Z,∀x(i)j ∈ X(i)

) 〉

≃

〈
X(i) (i ∈ Z), t

R(0),

tx
(i)
j t

−1 = x
(i+1)
j

(
∀ i ∈ Z,∀x(i)j ∈ X(i)

) 〉
≃
〈
X(0), t | R(0)

〉
= K ∗Z

Proposició 3.1.7. El grup ∗i∈ZK és fg ⇐⇒ K és trivial.

Demostració. ⇐ K trivial =⇒ K = 1 =⇒ ∗i∈ZK = 1 =⇒ ∗i∈ZK és fg.

⇒ Per contradicció, si K no és trivial =⇒ K està generat per n ≥ 1 generadors

=⇒ ∗i∈ZK estarà generat per n generadors a cada nivell, dels quals n’hi ha infinits

=⇒ ∗i∈ZK no és fg, contradicció i K ha de ser trivial.

Corol·lari 3.1.8. Sigui K =
〈
X | R

〉
una presentació finita d’un grup amb abelia-

nització trivial, Kab = 1, tenim que:

K ∗Z és fg-by-Z ⇐⇒ K és trivial.

Demostració. ⇐ Fent servir el lema anterior i la mateixa notació, K trivial ⇐⇒
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(∗i∈ZK) fg =⇒ K ∗Z és fg-by-Z, ja que K ∗Z ≃ (∗i∈ZK)⋊τ Z.

⇒ Pel lema anterior i reutilitzant la notació, K ∗Z ≃ (∗i∈ZK)⋊τ Z.

Amb això tenim que K ∗Z és (∗i∈ZK) -by-Z, però si veiem que, assumint Kab = 1,

aquesta és l’única manera d’expressar K ∗Z mitjançant la construcció definida a

3.1.2, K ∗Z és fg-by-Z =⇒ (∗i∈ZK) és fg ⇐⇒ K trivial.

Veiem primer el següent:

(K ∗Z) /[K ∗Z, K ∗Z] = (K ∗Z)ab ≃ Kab × Zab = Zab,

ja que com estem abelianitzant, volem que tot commuti amb tot i, per tant, canviem

el producte lliure pel directe. Ara bé, Kab és trivial i Zab = Z =⇒ Kab × Zab = Z.
La primera conclusió que traurem és que el commutador és un subgrup normal

amb quocient isomorf a Z. Demostrem que és l’únic: sigui N un altre subgrup

normal tal que (K ∗Z) /N ≃ Z i π1, π2 les projeccions mòdul el commutador i N

respectivament:

K ∗Z π1 // //

π2

"" ""

Z

Z

Com que Im(π2) ≃ Z és abeliana =⇒ [K ∗Z, K ∗Z] ⊆ ker(π2) = N =⇒ existeix

π3 : Z −→ Z tal que π2 = π3 ◦ π1.

Com que són projeccions, tant π1 com π2 són exhaustius =⇒ π3 : Z −→ Z també

ha de ser exhaustiu. Però un morfisme de Z en Z que sigui exhaustiu no pot tenir

nucli: si ∃p ∈ Z diferent de 0 tal que p ∈ ker(π3), llavors pπ3(1) = π3(p) = 0 i l’enter

π3(1) seria de torsió, cosa que és una contradicció =⇒ ker(π3) = {0} =⇒ π3 és

injectiu. El diagrama commutatiu ara pren aquesta forma:

K ∗Z π1 // //

π2

"" ""

Z
π3
����

Z

En ser π3 injectiva, podem fer el raonament següent partint de k ∈ N :

0 = π2(k) = π3(π1(k)) =⇒ π1(k) ∈ ker(π3) = {0} =⇒ k ∈ ker(π1) = [K ∗Z, K ∗Z].

Vist això, N ⊆ [K ∗Z, K ∗Z] =⇒ N = [K ∗Z, K ∗Z].
Segons la Proposició 3.1.3, K ∗Z és (∗i∈ZK)-by-Z =⇒ (∗i∈ZK) ◁ K ∗Z i
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K ∗Z/ (∗i∈ZK) ≃ Z. Afegint això al que acabem de demostrar, (∗i∈ZK) =

[K ∗Z, K ∗Z] i és l’únic subgrup normal tal que el seu quocient és isomorf a

Z =⇒ (∗i∈ZK) és l’únic subgrup que podem fer servir per expressar K ∗Z
mitjançant la construcció definida a 3.1.2, com voĺıem veure.

A continuació exposem un recull de resultats d’indecidibilitat. Per poder acabar
demostrant el teorema al qual volem arribar, ens ajudarem del teorema Adian-
Rabin enunciat el 1958, però no el demostrarem, ja que els seus continguts escapen
el tema central d’aquest document. A [6] trobem un extens recull d’informació sobre
el teorema a què ens referim [6, Pàgina 3], aix́ı com altres resultats similars.

Definició 3.1.9. Un algoritme A és un llistat finit d’instruccions o passos que

serveixen per resoldre una tasca o executar un problema.

Teorema 3.1.10 (Adian-Rabin, 1958). No existeix cap algoritme A que donada

una presentació finita pugui determinar si el grup definit per aquesta és el grup

trivial.

Definició 3.1.11. Siguin H ⊆ G dues famı́lies de grups fp’s, el problema de la

pertinença de G en H, denotat PPG(H), consisteix en: donada una presentació

K = ⟨X | R⟩ d’un grup K de G, decideix si el grup pertany o no a H.

Per exemple, PPfp(ab) és el problema de decidir si un grup fp donat és o no abelià.

És important demanar que les famı́lies siguin de grups finitament presentats, ja
que si no la presentació de K podria ser infinita i seria impossible passar-la com a
entrada d’un algoritme implementat a un ordinador.

Teorema 3.1.12. PPH(fg-by-Z) no és decidible, on H és la subfamı́lia de grups que

abelianitzen a Z (és a dir, tenen rang lliure igual a 1). És a dir, no existeix cap algo-

ritme que prenent una presentació finita d’un grup que tingui Z com abelianització,

pugui determinar si el grup definit per aquesta és fg-by-Z.

Demostració. Ho provarem per contradicció. Suposem que existeix un algoritme

U tal que, donada una presentació finita d’un grup de H, determina si el grup és

fg-by-Z o no.

Considerem ara l’algoritme següent B per determinar trivialitat, que pren com a

entrada una presentació finita K =
〈
X | R

〉
:

(i) abelianitzem K i, fent servir el Teorema 1.1.11, determinem si Kab és trivial

o no; si no ho és, K tampoc és trivial i la resposta de l’algoritme és NO. Si

l’abelianització és trivial, K és un grup perfecte i K ∗Z abelianitza a Z.
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(ii) apliquem U a K ∗Z =
〈
X, t | R

〉
per decidir si K ∗Z és fg-by-Z.

Segons el Corol.lari 3.1.8, la resposta al segon pas (i, per tant, a l’algoritme) serà SÍ

⇐⇒ K és trivial, però això voldria dir que B és un algoritme capaç de determinar

si una presentació finita
〈
X | R

〉
representa el grup trivial o no. Això contradiu el

Teorema 3.1.10 i, per tant, U no pot existir.

De fet, podem obtenir un resultat més potent. Ara hem demostrat que PPH(fg-by-Z)
no és decidible. Clarament, si el problema de pertinença és indecidible per una sub-
famı́lia d’una famı́lia de grups, ho és per tota la famı́lia.

Corol·lari 3.1.13. PPfp(fg-by-Z) és indecidible.

3.2 Relació amb l’invariant BNS

Proposició 3.2.1. Un grup G és fg-by-Z ⇐⇒ el seu invariant BNS conté dos

punts ant́ıpodes, és a dir,

G és fg-by-Z ⇐⇒ ∃ [χ] ∈ S(G) tal que [χ], [−χ] ∈ Σ1(G).

Demostració. ⇒ G és fg-by-Z implica que existeix H un subgrup normal fg de G

tal que (G/H) ≃ Z =⇒ ∃ χ : G ↠ (G/H) ≃ Z ↪→ R amb ker(χ) = H fg. Pel

Corol.lari 2.4.4, H és fg =⇒ [χ], [−χ] ∈ Σ1(G).

⇐ Volem veure primer que sempre podem escollir un caràcter [χ] que compleixi la

hipòtesi i tingui rang 1.

Demostrem primer que la presència de punts ant́ıpodes a l’invariant implica la

presència d’un altre parell de punts ant́ıpodes, aquest cop racionals. Prenem [χ]

tal que [χ], [−χ] ∈ Σ1(G), pel Teorema 1.3.12 els punts racionals són densos dintre

de S(G), aix́ı que podem trobar un punt racional [χ′] tan a prop com vulguem de

[χ]. El Teorema 2.4.2 implica que [χ′] ∈ Σ1(G). Si fem el mateix per [−χ], trobem
que [−χ′] també pertany a l’invariant.

Un cop vist això, pel Corol.lari 2.4.4, [χ], [−χ] ∈ Σ1(G) =⇒ H = ker(χ) = ker(−χ)
és fg. Com que χ és un caràcter racional, χ : G ↠ (G/H) ≃ Z ↪→ R i tenim

H ◁ G fg tal que G/H ≃ Z, aplicant la Proposició 3.1.3 G és fg-by-Z.

Finalment, tenim totes les eines per enunciar i demostrar el teorema final.
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Teorema 3.2.2. No existeix cap algoritme tal que, donada una presentació finita

d’un grup G (que abelianitza a Z) i un caràcter racional χ : G ↠ Z ↪→ R, decideixi
si [χ] pertany a Σ1(G) o no.

Demostració. Donada una presentació finita d’un grup G amb Gab = Z i, per tant,

amb S(G) contenint només dos punts, podem abelianitzar i construir els dos únics

caràcters ±χ : G↠ Z ↪→ R.

Suposem ara que existeix un algoritme A com el de l’enunciat, podŕıem llavors saber

si χ i −χ pertanyen a l’invariant BNS de G, és a dir, segons la Proposició 3.2.1,

podŕıem saber algoŕısmicament si G és fg-by-Z. Això contradiu el Teorema 3.1.12,

aix́ı que tal algoritme no podria existir.

Com hem demostrat que no és possible determinar la pertinença d’un caràcter a
l’invariant BNS ni tan sols per grups amb abelianització igual a Z, podem afirmar
que tampoc és possible per grups fp arbitraris.

Teorema 3.2.3. No existeix cap algoritme tal que, donada una presentació finita

d’un grup G i un caràcter racional χ : G ↠ Z ↪→ R, decideixi si [χ] pertany a

Σ1(G).

Similar a abans, G ha de ser fp per tal de poder-lo expressar com l’entrada d’un
algoritme. A part, també és important demanar que χ sigui racional, per poder-lo
expressar de manera precisa dins un ordinador, per exemple donant un punt amb
coordenades enteres q = (λ1, . . . , λn) de la semirecta [χ] = {rχ | r ∈ R+} per
representar el punt racional de l’esfera q

∥q∥ ∈ S(G) pròpiament dit.
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