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Francisco Palacios Niimeros Complejos.

1 Nuimeros complejos

1.1 Forma binémica
Un nidmero complejo en forma bindmica es una expresién de la forma
z = a+ bi,
donde a y b son niimeros reales y ¢ representa la unidad imaginaria.
i=+-1.
Representamos por C el conjunto de todos los nimeros complejos
C={z=a+0bi:a,becR}.
Dado el complejo z = a + bi, decimos que:
e a es la parte real de z,
e b es la parte imaginaria de z,
e z es real si su parte imaginaria es nula, esto es, si b =0,
® 2z es imaginario puro si su parte real es nula, esto es, si a = 0.
Ejemplo 1.1 Complejos, parte real y parte imaginaria.
Dados los complejos z1 = 2 + 3i, 20 = 3, 23 = bi, tenemos que:
e La parte real de z; es 2.
e La parte imaginaria de 27 es 3.
e 25 es real.
e 23 es imaginario puro. [

Ejemplo 1.2 Soluciones complejas de una ecuacion.

1

Los nimeros complejos aparecen de forma natural en la resolucién de ecua-

ciones polinémicas. Consideremos la ecuacién
22 4+22+4=0.

En principio, obtenemos

—2+V4-16 —2++/-12
z= = .
2 2

Sabemos que no existe ningin nimero real con cuadrado negativo, por lo
tanto v/—12 no es un nimero real y la ecuacién no tiene soluciones en el
conjunto de los nimeros reales. Si permitimos que z tome valores complejos,

resulta
O

94+ VI2V=T  —24 230
z= 5 - > V3i _ —1 +/3i.
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Actividad 1.1 Resuelve manualmente la ecuacion z2 + 2z + 3 = 0.

Sol. z = —14/2i.
Actividad 1.2 Resuelve manualmente la ecuacion 2> + z +1 = 0.
Sol. z = —% + %\/32
1.2 Forma cartesiana
La representacion en forma cartesiana' del complejo
z=a+bi
es un par ordenado de nimeros reales
z = (a,b).

Ejemplo 1.3 Forma cartesiana y forma bindmica.

Forma binémica | Forma cartesiana
z2=2+4+3 z=(2,3)
z2=1 z=(0,1)
z2=2 z=(2,0)
z2=2-—3i z=(2,-3) O

Actividad 1.3 Resuelve manualmente la ecuacion 2> +2 = 0 y escribe las
soluciones en forma cartesiana.

Sol: (0,v2),(0,-v?2).

1.3 Modbdulo y argumento
El mddulo del nimero complejo

z=a-+bi
es el nimero real

2| = Va? + b2

Para el nimero complejo

z =2+ 3,
obtenemos

2] = V22 4+ 32 = VA1 9 = /13 = 3.605551.

Observa que si z es real, entonces el médulo coincide con el valor absoluto
de la parte real.

El argumento del complejo z = a + bi es el dngulo que forma el vector (a, b)
con el eje OX ™. El médulo puede interpretarse como el médulo del vector

(a,b).

! También se denomina forma rectangular.
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®  (ab

O a

La determinacién del argumento es mds complicada que la del médulo. Es
preciso considerar cuatro casos distintos.

e Complejo con parte real positiva. Si a > 0 (z en primer o cuarto
cuadrante), podemos obtener un valor del argumento usando la funcién
arco tangente

0 = arg z = arctan —.
a

o Complejo imaginario puro con parte imaginaria positiva. Sia =0y
b>0,es=m/2rad.

e Complejo imaginario puro con parte imaginaria negativa. Sia =0y
b<0,esf=—m/2rad.

e Parte real negativa. Cuando a < 0 (z en segundo o tercer cuadrante),
un valor del argumento es

b
0 =argz= <arctan —) + 7 rad.
a

Ejemplo 1.4 Calcula el mddulo y el argumento de los complejos
z71=1+1 2z29=—-1414, 2z3=—31.
Los médulos son
| =VI+1=2, |z|=VI+1=2, |z|=v0+9=3.

Para calcular el argumento, debemos tener en cuenta si la parte real es
positiva, negativa o nula.
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e Para z; = 1+ 14, la parte real es positiva, por lo tanto
1
arg z; = arctan 1= /4 rad = 45°.
e Para z9 = —1 + i, la parte real es negativa, por lo tanto

1
arg zo = <arctan —1> +7m=—-7m/4+7m=3n/4 rad = 135°.

e Para z3 = —3i, la parte real es nula y el argumento s6lo puede ser /2
o —7/2, como la parte imaginaria es negativa, obtenemos

argzs = —m/2 rad = —90°. O
Actividad 1.4 Determina manualmente el mddulo y el argumento de los
complejos
21=2, 20=1+2i, z3=-—1+3i.
Expresa el argumento en radianes y grados®.
Sol. r1 = 2,0, = 0rad; ro = /5, 03 = 1.1071rad = 63.43°%; r3 = /10,
03 = 1.89 rad = 108.43°.

1.4 Obtencion de la forma cartesiana a partir del médulo y
el argumento

Si conocemos el médulo r y el argumento 8 de un nimero complejo
r=|z|, 0=argz,
entonces podemos obtener la parte real e imaginaria como sigue
{ a=rcosb,
b=rsiné.
Ejemplo 1.5 Forma bindmica a partir del mddulo y el argumento. Deter-
mina el complejo que tiene mddulo r = 3 y argumento 6 = 25°.
El complejo es de la forma
z=a+ b,
con
a = rcosf = 3cos25° =2.7189,
b = rsinf = 2sin25° = 1.2679,
por lo tanto

z=2.7189 +1.2679:. [

Actividad 1.5 Determina la forma bindmica del nidmero complejo que tie-
ne mddulo r = 1.34 y argumento 0 = 2.12rad.
Sol. z = —0.6995 + 1.1429;.

El comando [R—D] realiza la conversién de radianes a grados. Puedes encontrar el
comando en la tercera pagina del meni [MTH][REAL].
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1.5 Forma polar

Un nimero complejo queda perfectamente determinado si conocemos su
médulo r y su argumento 6

r=|z|, 0=argz.
La representacion en forma polar del nimero complejo es
z=(r)y.

Ejemplo 1.6 Forma polar. Determina la forma polar de los siguientes
numeros complejos

z1=1+14, 2z=14, 2z3=—-0.234+1.231i.
Ezpresa el argumento en radianes.

e Para z; = 1+ i, obtenemos
ri=+v2, 0;=arctanl = 7/4rad,
por lo tanto

A= (\/§>7r/4 rad

e Para z9 =i es
ro =1, 0y =m/2rad,

por lo tanto
z2 = (1)7r/2 rad *

e Finalmente, para z3 = —0.234 4 1.231i obtenemos

! + 7 =1.7586rad,

rg = 1.2530, 61 = arctan “0931

por lo tanto
z1 = (1.2530); 7586 yaq - U

Actividad 1.6 Determina la forma polar de los complejos del ejemplo an-
terior, expresando el argumento en grados.

SOl- Zl = (\/5)450, 22 — (1)900 , Z3 == (12530)100760 .
Actividad 1.7 Determina la forma bindmica de los siguiente complejos

21 = (1)23o> z2 = (2)1.23md7 z3 = (1'24)2.45md'

Sol. z1 = 0.9250 + 0.3907%; 22 = 0.6685 + 1.88507; 2o = —0.9551 4 0.7908:.
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1.6 Forma trigonométrica

Dado un nimero complejo z = (r), , su forma trigonométrica es
z=r(cosf +isind).
La forma trigonométrica combina la forma binémica y polar.

Actividad 1.8 FExpresa en forma trigonométrica los siguientes numeros
complejos.

7n=—1+4+1 29=1, 23=-21, z4=1+1.

— S 3T 4 ;i 3% —cosZLisinkE — cos =L L4 sin =&
Sol.zl—ﬁ(cos4—Hbm4),22—0052+zsln2,23—0052+251n2,
z;;zﬁ(cos%—i—z’sin%).

1.7 Forma exponencial

0

Dado un ntmero real 6, la Férmula de Euler define ¥ como

e = (cosf + i sin#).

Si tenemos el nimero complejo en forma polar z = (7),, entonces su expre-
sién en forma exponencial es
z=reb,
Actividad 1.9 FExpresa en forma exponencial los siguientes niimeros com-
plejos.
271=—1+4+1 29=1, 23=-21, 2z4=1+1.

j 3T i T T
Sol. z1 = V2e"T, 29 =€'2, z3 = e P2, 24 = \/2e7.

k]

2 Modo complejo

2.1 Seleccién del modo complejo

La calculadora puede manejar nimeros complejos, para ello debemos activar
el modo complejo en las opciones del [CAS] en [MODE].

CA: HODE=

Indep var:'y'

Moduy Lo 1z

_NHeric _ Approx l:-:-l-l|:-l.-::-:
_Warbosg _ ftepsitep _Incr FoH
w Figoronsy ZiHp Non-Fational
HLLoH CoHplex nuHbers?
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Cuando el modo complejo estd activo, aparece el indicador C en la parte
superior de la pantalla

EAD hYZ2 HEW L= "H'

RHONE D
E \

4
=
2
1
3

1+2:1
£T0k |FURGE[CLERF;

Actividad 2.1 Activa el modo complejo cambiando las opciones del CAS.
Observa el indicador de modo complejo en la pantalla.

Para cambiar entre modo real y modo complejo de forma rapida
podemos usar el atajo?| TOOL]

Actividad 2.2 Cambia entre modo real y modo complejo usando el atajo
9TOOL]|.

2.2 Seleccion del sistema de coordenadas

Uno de los aspectos complicados de los nimeros complejos es que admiten
varios tipos de representacion.

e Bindmica.
e Cartesiana.

Polar.

Trigonométrica.

Exponencial.

Es decir, en principio, podemos representar un mismo nimero complejo de,
al menos, 5 formas distintas. Cada una de estas representaciones es mas
conveniente en ciertas situaciones. Por ejemplo, para sumar y restar, es
preferible tener los nimeros complejos en forma binémica o cartesiana; en
cambio, para multiplicar y dividir, es preferible la forma polar.

Las representaciones pueden clasificarse en dos tipos, las que usan la parte
real y la parte imaginaria y las que usan el médulo y el argumento.

*Recuerda que usamos la notacién | YTOOL] | para indicar que debes pulsar la tecla

de cambio izquierdo [9] y después la tecla [TOOL] sin soltar la tecla de cambio.
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Bindémica z = a + bi.

e Parte real, parte imaginaria { Cartesiana z — (a, b)

Polar z = (r),.
e Moédulo argumento ¢ Trigonométrica z = r (cosf + isin @) .
Exponencial z = re?.

Una de las caracteristicas mds destacadas de la calculadora es que nos per-
mite operar con nimeros complejos expresados en distintos formatos. Para
obtener el resultado en la forma binémica y cartesiana, debemos configurar
el sistema de coordenadas en modo rectangular

% CALCULATOR HODES 3
ﬂperat;ns Hade.. RFN

Nunber Forgat.... 5td _FH,
Anale Heuﬁureuuﬁudiunﬂ

Conrd Systgn......

wEaep _Hey Click ' Last Ztack

hoozse Coordingte zy=teH
DIZF |CANCL

Cuando el modo de coordenadas rectangular esta activo, aparece el indicador
XYZ en la parte superior de la pantalla

I:-:I

1+2:1
(1.2

Co GV Ol ||

Actividad 2.3 Activa el modo de coordenadas rectangular. Observa el in-
dicador en la pantalla.

Si seleccionamos el modo de coordenadas polar

e CALCULATOR HODEZS
op2rating Hoede. KRN

Nunber Forgat.... 5td _FH,
Anale Heuﬁureuuﬁudiunﬂ

Conrd Systgn......

wEaep _Hey Click ' Last Ztack

hoozse Coordingte zy=teH
DIZF |CANCL

entonces el indicador de sistema de coordenadas es
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Actividad 2.4 Activa el modo de coordenadas polar. Observa el indicador
en la parte superior de la pantalla.

2.3 Modo complejo exacto (C =)

En el modo complejo exacto

CR: WODEZS 35
Indep war:"%’
Modulo:
_Nuneri [@approx v COHp Lex
_\Nerbozg tepsitep _ Incr Eaf
v Figorous ¢ Za AP

FRrForH approx caloulgtions?s

la calculadora produce niimero complejos exactos como

1 3
2 ) - + —1.
+\/§z, 2+21

Cuando la calculadora estd en modo complejo exacto, aparece el indicador
(C=) en la parte superior de la pantalla.

EAD BYZ HER £= '§°
nHOKE

§; 1+21
x SR
ztz!

Actividad 2.5 Configura la calculadora en modo complejo exacto. Observa
el indicador (C =) en la parte superior de la pantalla.
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2.4 Entrada de complejos en forma binémica

Los numeros complejos exactos pueden representarse en forma bindémica
o cartesiana. El flag 27 determina® si los niimeros en forma binémica se
presentan en pantalla en forma cartesiana (a,b).

SYEZTEM FLAGE
15 413 + yactar t
20 UnderFlow + 0
21 uwerflod + £3EYAR
32 InFinitg =+ @rvor

22 Zequential plot
2% Drad axgs too
v CHE

Para entrar un complejo en forma binémica escribimos la expresion algebrai-
ca a + bi, para escribir la unidad imaginaria i usamos la tecla® 9(2,3).

CLISTCH END 1

FREY PASTE

Podemos entrar un nimero complejo en forma binémica de varias maneras.
Asi, para entrar el complejo 1 4 2i, podemos:

e Activar el editor de ecuaciones, entrar el complejo 1 + 2¢

1+2H

y pulsar ENTER.

e Pulsar la tecla de apéstrofo para activar el modo algebraico y escribir
directamente el complejo en la linea de edicién en forma algebraica

*Para acceder al meni de configuracién de flags pulsa [MODE][FLAGS].
’Recuerda que la notacién 9(2,3) indica la tecla de la fila 2, columna 3 con cambio
izquierdo.
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g2 HEW L= '#°

m>
[

AL

+o%1 4

e Construir el complejo operando desde la pila. Cargar el pila 1, 2, ¢y

pulsar [x], [+].

La presentacién del complejo en la pila puede ser en forma bindémica o car-
tesiana segun la configuracién del flag 27.

Actividad 2.6 Fija el modo complejo exacto, el modo de coordenadas rec-

tangular y activa el flag

27.

1. Observa los indicadores de la parte superior de la pantalla para verifi-
car que la calculadora estd bien configurada.

o CR LT Ol

KAD =] GEARD

Accede al editor de ecuaciones y escribe el complejo 2 4+ 3i. Observa
que se carga en la pila en forma bindmica.

Escribe el complejo —1 — i desde la linea de edicion usando apdstrofes.

. Escribe el numero /2 — /31 operando desde la pila.

SYSTEM FLAGE
Function -+ #4Hb
FayHent at end
13 4+ pactor

2.

3.

4

5. Desactiva el flag 27.
nz
iy
in
an

21
22

UnderfFlaod =+ 0
ougrF Loy + £3EYRS
InfFainite + @rior
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6. Ahora los complejos de la pila debieran aparecen en forma rectangu-

lar.

FAD HYZ HEW C= 'H#°

CHOHE

s

t

2 (2 3

2 -1-1

1% FEFRE
FAD =] GRAD |RECTw]|CYLINEFHER

7. Observa que el nimero —1 — i, continua en forma bindmica.

Parece ser que el flag 27 tiene un problema de funcionamiento cuando la
calculadora estd en modo exacto y la parte imaginaria es negativa. Para
confirmarlo, realiza la siguiente actividad.

Actividad 2.7 Fija el modo complejo exacto; desactiva el flag 27.

EYETEM FLAGE

02 Function + =yHb T
14 FayHent at end

13 13 + pactar

20 UnderFlen + 0

a1 ougrf Lol =+ £3EY3E

22 InFinitg =+ rar

Carga en la pila los complejos
1-3i, V3+V2i, sin2+isin3,1—+2i

Observa que los complejos con parte imaginaria negativa continian en forma
bindmica

FAD Fs2 HEX £C= 'H'

rrHOME -

4 1-3ni

= EPRE

oF [SIHIZ1, S1HIE)

1% 1-12i
FEAD =] GEAD | RECT |CYLIm|EF :

El problema desaparece cuando realizamos una evaluacién decimal pulsando
—[NUM].
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2.5 Modo complejo aproximado (C ~)

En el modo complejo aprorimado, la calculadora produce aproximaciones
decimales de la parte real y la parte imaginaria. Cuando la calculadora
estd en modo complejo aproximado, aparece el indicador (C7) en la parte
superior de la pantalla.

e Si el modo de coordenadas rectangular estd activado, la calculadora
presenta los complejos aproximados en forma cartesiana.

G v )

Al
rm
=

(1.880E0,-1.4142]
A.9893,8.1411)

Col AN T |

[pz] "N EN EN EN EN

En este caso, la primera coordenada es la parte real y la segunda la
parte imaginaria.

e Siel modo polar estd activado, la calculadora presenta los complejos en
forma polar. En este caso la segunda coordenada es el argumento.

(1.7321,£-54. 7I56)
(@, 926, <8, 5217

akAD CYLIm|ZF

i m] ERD

Observa que la calculadora usa un cardcter especial para indicar cuan-
do la segunda coordenada es un argumento

o2 HEW C~ "H'
Ex

wH

4 N

= [1.?32,4.?356]
i (B, SNLEAEE . B2 17
E ] ) - 3
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e Debes tener en cuenta que el valor del argumento se ve afectado por
el modo angular. El indicador DEG, nos informa de que el argumento

estd expresado en grados sexagesimales.

CYLIn|ZF

Actividad 2.8 Fija el modo complejo aproximado, el sistema de coorde-
nadas rectangular, el modo angular en grados sexagesimales. y el formato

numérico estandar.

CALCULATOR HODEZ:

nperatind Hode EFD

Munber Fornat... Bl <« FH,
Anale Heazure.... Deqregs

Conrd Fystgn...... Eactanqular
wEaep __Hey Click ' Ligggt tack

Chaoze nuHbRr difplay ForHd

1. Observa los indicadores de la parte superior de la pantalla para verifi-
car que la calculadora estd bien configurada.

2. Entra los complejos

obtendrds:

3. Cambia el sistema de coordenadas a polar y el formato numérico a
FIX 5,
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CALCULATOR MODES &

NuHber ForHat..[[ &

—FH,
Anale Heazure... Deqrees
Coard FystgH...... Folar
- Last ttack

Chaese nUHb2r difplay FordHat

obtendras:

CALCULATOR WODES 3
4 Hoede KFN

Observa que ahora los argumento estdan expresado en radianes.

15
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3 Cambio rapido de configuracién de Modos de
operacion

Existe un sistema de soft-menis que permite configurar los modos de ope-
racién de la calculadora de forma muy eficiente. Es un recurso de la anti-
gua calculador HP48g, que es accesible mediante la combinacién de teclas®
9MODE] |

FAD Ra2 HEW Lo~ 'H°
nHOKE

e [ LN ) |

-

HT IANGLE] FLAG HENU | HI=C

3.1 Formato numérico
Pulsando [F1], accedemos al submenu [FMT] que nos permite configurar de
forma rapida el formato numérico.

FAD FaZ HEW L~ 'H'
nHOHES

] E§ EN EN EN EN

e [STD] fija formato numérico estdndar.

e Para establecer el modo FIX 5, cargamos 5 en la pila y pulsamos [FIX].
Los formatos [SCI] y [ENG] actian de forma similar.

Pulsando la tecla’” [NEXT], aparece una opcién para acceder al ment prin-
cipal de configuracién de modos

FAD Kag2 HEW L~ "W
nHOHES

EHMWLW

Esta combinacién de teclas no funciona en versiones antiguas de la ROM de la HP49g.
"Tecla (3,3).
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Actividad 3.1 Carga en la pila los nimeros
V3, 1/V/5, 0.0023 + 0.1745.
FEvalialos en forma decimal, pulsando —[NUM] si es necesario.

1. Visualiza los nimeros en formato estdndar.

FAD BYZ HER L~ "H°
LHOHEZ

1. V2285858737

472135935
[ 823, . 1743]
sTOm| FIN | = , | HL =

el T ) |

2. Visualiza los nimeros en formato FIX 4; para ello entra 4 en la pila
y pulsa [FIX].

Y2 HEW C~ 'W°
by

a3
=X
-
x

mzS

a2l
A. 4472
(8. 8823, 8, 1743)
HL

wH
o H
=5 1
=H
1:

3. Visualiza los nimeros en formato SCI 6.

FAD HYZ2 HEW Co "M
EHUHE

wH

aH

= 1.7 22831EH
e 4.472136E-1
18 (2. 3HABEBE-3, 1. 7438k
<L m| ENij

4. Observa que el complejo del nivel 1 de la pila no puede verse bien. Una
forma de visualizar del nimero consiste en pulsar la tecla de despla-
zamiento [A] para acceder el editor de pila
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nre HER C~ 'H°
HEZ>

=
EE EN EEN EN ==

=0
4
2
2 4,

1Ir 'iE EEIEIEIEIEIE 3:1.?45...

y pulsar [VIEW].

L. BHEZS, . 17450

También puedes usar [TOOL][VIEW].

3.2 Selecciéon de modo angular y sistema de coordenadas

El submenu [ANGLE]

EAD HYZ HEX L~ "R
mHONE

EE

=P 1. FE2ESARATST
=F . 4472135955
1 [ AEZS, . 1745
FHT |JANGLE| FLAG | KEY:E | HENU | HIZC

permite configurar el modo angular y el sistema de coordenadas. La opcién
[CYLIN] activa el sistema de coordenadas polares.

FAD KEs2 HER L~ '3

mHONE D

EE

=F 1. 722E58EETST
=F . 4472 1 B5955
I: i, 174515156325, 1.5

También en este caso, pulsando la tecla [NEXT] aparece una opcién para
volver al mend principal de configuracién de modos.
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EAD FisZ HEW o 'H'
EHIHET

wH

o H

o 1.7V3282888 337
i - 4472135905
15 (.174313136935, 41,5

Actividad 3.2 Queremos determinar, con cuatro decimales, las coordena-
das polares de los nimeros complejos

1+vV2i, —1—+/3i, cos20°—isin30°
expresando el argumento en grados sexagesimales. y en radianes.

1. Accede al meni rapido de MODES con | IIMODE] |. Entra en el sub-
menid [ANGLE].

DEG %2 HER €~ "W
nHOHE>

!

HT IANGLE] FLAG HENLU | HI=C

Cod AL T |

F

2. Fija el modo angular en grados y el sistema de coordenadas rectangu-

lar
[IE N2 JHEH Lo W'

o
a
=
2
1

(pg] "N EN EN EEN EN

G =] EAD | GREAD |[RECT=CYLINNEF

3. Entra los complejos y evalialos numéricamente si es preciso. Pulsa
INEXT] para acceder a la segunda pagina del meni y pulsa [MODES]
para volver al meni principal.

4. Entra en [FMT] para configurar el formato numérico.
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U nfZ HEX C~ "H'
OHEZ

:1 (1. ,1 41421336237

- 75
t.aéeaezeza?ae,—.am
FHT JANGLE| FLAG | KEY:E | HENU | HIZC

e P

5. Carga 4 en la pila y pulsa [FIX],

DEG WYe HER Lo~ 'H'
nHOHES

T

4 1.,1.41421356237]
30 11 FEoASEEATS )
2 HEOESDERATEG,

| FI# | SCI | ENG [ FH. [ A

obtendrds los resultados presentados con 4 decimales.

DEG HYZ HEW Co 'H'

EHONE

wH

=H

= [1.8880, 1.414=]
aE (-1 . BEEE, Z1.7321)
1: [E 939?, —H. 28HA)

6. Pulsa [NEX] y [MODES] para volver al meni principal, entra en [AN-
GLE] y selecciona el modo de coordenadas polar pulsando [CYLIN],
obtendrds las coordenadas polares con el argumento expresado en gra-

dos.

(2. 8088, £—1260. BEEE)
[1.8644, L-25. 8169)
DEG m| RAD [ GRAD [ RECT [CYLIn]SFHER

=
d:
%E [1.72321.4504. F306]
2

7. Cambia el modo angular a radianes y obtendrds las coordenadas polares
con el argumento expresado en radianes.
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i

FAD Ko HEW L~ 'R’

(. BEEE, -2, B344)
(1.0&44, £-0.4590)
KAD m] GRAD CYLIn|:FHEF:

=T
a:
% [1.72321,20.3553)
i:

4 Entrada de complejos en diferentes formatos

4.1 Forma binémica
La representacion binémica es de la forma
z = a + bi.

Se trata de una expresién algebraica. Hemos visto que podemos entrar el
complejo desde la pila o desde el editor de ecuaciones. Usamos la unidad
imaginaria® ¢ para construir el complejo

EAD Ra2 HES £= 'H°
HOWE

o AL 0l |

1+2:1
L ARG L AES [cond] & | TIH | NEG |

Hemos visto en la Seccién 2.4, que segin la configuracién del flag 27 el
complejo puede aparecer en la pila en forma cartesiana.

FAD Ka2 HEW €= "W
nHOHES

Parte imaginaria

Lol AL Ol |

Parte real_»u )
| ARG | AEZ [Cond] i | IH | NEG

4.2 Forma cartesiana

La representacién cartesiana es de la forma

z = (a,b), a = partereal, b= parte imaginaria.

8Tecla 9(2,3).
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Podemos entrar el complejo en forma cartesiana directamente usando pa-
réntesis.

4.2.1 Entrada desde la linea de edicién
Entrar el complejo z = (a,b) desde la linea de edicién es muy simple:

1. Pulsamos q9[—| para escribir los paréntesis.

2. Entramos a y b separados por una coma’ o un espacio'’

EAD Ra2 HES L= 'H°
LHOHEZ

e AT Y

j—i EN EN EN EN

204

y pulsamos [ENTER] para cargar el nimero en la pila.

nre HEX C= 'J°
EX

==
=

ELOTOE ) | it

[1 LI El ]
EAD m| GEAD |[KECT=|CYLIN|=FHEFK

Debemos tener presente que:

e Cuando entramos un complejo en forma cartesiana desde la linea de
edicién, el complejo queda en forma aproximada, independientemente
de que la calculadora esté en modo exacto o aproximado.

e El complejo aparecerd en la pila en modo cartesiano o polar segin el
modo de representacién activo.

e En este sistema de entrada, a y b deben ser nimeros.

Actividad 4.1 Fija el modo complejo exacto, el sistema de coordenadas
rectangular y el formato numérico estandar. Entra el complejo z = (2,—1)
desde la linea de edicion. Usa [+/—] para cambiar el signo de la parte
mmaginaria en la linea de edicion.

Tecla P[SPC], esto es F(10,4).
108i usamos [SPC] para separar a y b, el sistema escribe autométicamente la coma y
nos ahoramos una pulsacién.
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A
=X
==
=

nre HEX C= 'J°
EX

L] ENTHAN N
m- EN EE EN
|
e
L

RECT=|CYLIN|EF

Pulsa [ENTER] para cargar el nimero en la pila. Debes obtener la panta-
lla

FAD WYZ HEW R= 'H°

HOHES

wH

o =

=

=

1 H [EI L | _1 ] :I
FAD m| GEAD |[KECTe|CYLIN|=FHEFR

Actividad 4.2 FEstablece la siguiente configuracion:

1. El modo complejo exacto.
2. El sistema de coordenadas polar.
3. El modo angular en radianes.

4. El formato numérico en FIX 4.

Entra el complejo z = (2,—1) desde la linea de edicién. Cuando pulses
[ENTER], debes obtener la pantalla

EAD Ra2 HES £= 'H°
HOWE

o VU Yl |

l2. 2361, L—H. 4536

Actividad 4.3 Intenta entrar el complejo z = (v/2,cos3) desde la linea de
edicion. Aunque intentes usar sintaxis algebraica obtendrds un error.
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FAD FaZ HEW C= '5H° AL
HOHE>

Inwalid
i Sunt 3

]
2
1
ciHZ' . 'COSC3a" 2

4.2.2 Entrada con el comando [R—C]

El comando [R—C] construye el complejo (a,b) a partir de los valores a y b
cargados en la pila. Es un comando de la antigua serie HP48 y sélo funciona
con numeros aproximados. Podemos acceder al comando [R—C] a través
del submenu [CMPLX] del menu'! [MTH]. Para acceder al comando [R—C]

procedemos como sigue:

1. Pulsamos la tecla 9(4,4) para activar el menu [MTH]

EAD Ra2 HES L= 'H°
LHOHEZ

wH
uH
=
=
1:

VEC

2. Pulsamos [NEXT] para acceder a la segunda pédgina y [F3] para entrar
en el submenu [CMPLX].

FoZ2 HEW €= "3'
Ex

CHFLAICONET]SFECT

Obtenemos el siguiente ment

"E]l menu [MTH] es el ment de aplicaciones mateméticas de la antigua serie HP48.
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FaZ HEWX L= 'H°
EX

==
=

R
£H
o
4
=
2
1

F-

Actividad 4.4 Selecciona el modo de coordenadas rectangular y el formato
numérico FIX 4. Carga en la pila los valores 2 y 3 y ejecuta el comando

R—C.

FAD HYZ HER L= 'R
CHIHEY

wH

aH

=H

a 2
1: =

F- )

Obtendras el complejo (2,3) en la pila.

FAD WYZ HEW €= '5H'
HOHES

(2, BEEE,

1 q 1 =H,

3. GAGA)

Lol AL |

Actividad 4.5 El comando R—C no acepta expresiones algebraicas y siem-
pre produce un complejo aproximado. Para verificar esta afirmacion, realiza
los siguientes pasos.

1. Fija el modo exacto en la calculadora.
2. Carga en la pila los nimeros 1/2, V2.

3. FEjecuta el comando R—C, obtendrds el siguiente mensaje de error

EAD BYZ HES £= 'H°
HE™

I E+C Error:
Bad Argument
Tupe

]
X
=

I—'-I"-_'Il'.l.'l-h-l'_l'l|




Francisco Palacios Niimeros Complejos. 26

4. Usa — NUM y SWAP para obtener una evaluacion aprorimada de los
nimeros de la pila.

FRD BYZ HER L= 'H°
LHOHEZ

H. SEEE
1.4142

wH
e =
=H
=
1:

Y2 HEW L= 'W°
by

a3
=X
-
x

mzS

(@, SEEE,

1 q 1 =H,

1.4142)

Actividad 4.6 El comando R—C presenta el resultado en forma cartesiana
o polar segin el modo de coordenadas activo.

1. Selecciona el modo de coordenadas polar.

2. Selecciona el modo complejo aprorimado.

3. Fija el formato numérico FIX 4.

4. Fija el modo angular en grados sexagesimales.
5

. Carga en la pila los valores 1, —1.

==

‘ 1. ARG
-1 BEEG

S:
d:
=H
o
1:

F-

6. Ejecuta R—C, obtendrds la forma polar del complejo 1 — i.
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g2 HEW L~ 'H°
by

bl.d1ds,

=43, BEEE

i | HEX | ARG

Actividad 4.7 Al usar la calculadora, frecuentemente hemos de trabajar
con dos menus. Para cambiar de forma rdpida entre dos menis podemos

usar el atajo | INEXT]|. Al pulsar|NEXT]|, accedemos de forma directa

al ultimo ment visitado.

1. Accedemos al meni rapido de configuracion de modos con

9[MODE]

o2 HEHR C~
Ex

I:-:I

HENLU | HI=C

2. Accedemos al menu [MTH]|[CMPLX] para entrar el complejo 2+ 3i.

DEG Fad HEW Lo
LHOHEZ

I:l:l

el T ) |
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3. Ejecutamos R—C, y resulta

a2 HER C~ 'H°
Ed

5. BE252]1 27546, L56..,

4. Pulsamos | INEXT] | y volvemos al dltimo meni visitado, en nuestro
caso, el menid de configuracion rapida de modos.

DEG Fad HER Lo "H*
LHOHEZ

£

L] N EN EN EN EN

=
2
1

L3, 6A235127 346, £36..

5. Fijamos el formato numérico FIX 4 y el modo angular en radianes.

FAD Fad HER Lo "H°
LHOHEZ

e LN ) |

L3 . 606, LH. 95250

FAD =] GRAD CYLIm|:F

6. Supongamos que ahora quisiéramos determinar la parte real del com-

plejo que aparece en el nivel 1 de la pila. Pulsamos | INEXT]| y vol-

vemos al dltimo mend visitado, en nuestro caso, [MTH|[CMPLX], y
ejecutamos el comando [RE],

o2 HEW C~ "H'
Ex
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obtenemos

g2 HEW L~ 'H°
by

2« AEEE

Actividad 4.8 Verifica manualmente que la parte real del niimero complejo
z = (3.6065)( 9398 rqq €5 2-0000.

Actividad 4.9 Al usar la calculadora, a menudo obtenemos resultados que
no pueden mostrarse completamente en la pila. En esta actividad se mues-

tra la forma de visualizar completamente un complejo usando el comando
[VIEW] del editor de pila.

1. Accedemos al meni rapido de configuracion de modos con | [MODE]

DEG Kgd HEW L~ "W
nHOHES

af
4
=
2
1:

FAT |ANGLE| FLAG HETU | HI=C

Fijamos el formato numérico estindar.

DEG FaZ HER €~ "W
nHOHE>

2. Accedemos al menu [MTH][CMPLX] para entrar el complejo 2+3i.
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g2 HEW L~ 'H°
by

3. Ejecutamos R—C, y resulta

DEG Fad HER Lo "H*
LHOHEZ

e LN ) |

4. Para ver el resultado completo, accedemos al editor de pila con'? [HIST]
y pulsamos [VIEW], obtenemos

L 3. 68333127346, L36. 28N

pulsando la tecla [W], podemos desplazar la pantalla grifica. La punta
de flecha en el lateral de la pantalla indica que parte del objeto estd

oculto.

4127046, £36. 309332474 2

A

TERT 0k

12También podemos usar la tecla [A] para acceder al editor de pila.
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También podemos pulsar [TEXT], para cambiar el formato de visuali-
zacion.

Dic il -1-1-f oL P AR dcde Ll I

Pulsamos [CANCEL] dos veces para volver a la pila.

4.3 Entrada de complejos en forma polar

Cuando la calculadora presenta complejos en forma polar, se emplea un ca-
rdcter especial para indicar que el segundo valor del par es el argumento.

o2 HEW L~ "H'
Ex

L3, EESE:&E EEEE}

Para entrar complejos en forma polar, usamos este cardcter, que podemos
obtener en el menu!3 [CHARS)].

PEEST e Za0~T1"_
“ab efghijklmno
tuuwxgz{l}WE
x?IIEbna_éim + )
w&eaEthxwaﬂﬂ 0
LIEE0¥ 1 5702 - - Q"
T | IR0 R 'aF
PRy HoLTF E Choi ECRo.

Una vez localizado el caracter, lo resaltamos con el cursor. Si pulsamos [F6]
para ejecutar [ECHO)], el cardcter se copia en la linea de edicién. La apli-
cacién [CHARS] también nos muestra el acceso directo al cardcter cuando

existe, en nuestro caso, podemos obtener directamente el cardacter pulsando
[ALPHA]r[6].

3 Tecla P(4,2).
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Actividad 4.10 Accede a [CHARS]| y busca el cardcter que marca los ar-
gumentos. Cdrgalo en la linea de edicion con [ECHO].

Actividad 4.11 Pulsa [ALPHA|P[6] para cargar directamente el cardcter
indicador de argumentos en la pila.

Actividad 4.12 Queremos entrar el complejo (1),50

1. Accede al menid rapido de configuracion de modos.
2. Fija el modo angular en grados.

3. Fija el sistema de coordenadas en polar. Recuerda que la opcion que
activa el modo polar en el meni rdpido de configuracion de modos es

[CYLIN].

4. Pulsa 9[—] para escribir un par de paréntesis, escribe el mddulo y pulsa

[SPC] (o coma).

5. Accede a [CHARS] y copia el cardcter especial para indicar el argu-
mento; escribe el argumento.

DEG FaZ HER Co '3
THOHE2

o H

=H

=H

1:

vl L4354

GEG m] EAD | GRAD | RECT |CYLIw|:F

6. Pulsa [ENTER] para cargar el complejo en la pila.

DEG Fad HER Lo "H*
LHOHEZ

cn

[pg] "N EN EN EN EN

i
2
1 Ll .BEEER, L4945, BEER
g =] KAD | GREAD | KECT |CYLIs|XFHER

1}

Actividad 4.13 Queremos expresar en forma cartesiana los complejos

R1 = (1'23)1.22md7 z2 = (2-31)0.58md-

Para ello:
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1. Fija el sistema de coordenadas rectangular,

2. Entra los complejos en forma polar, usando el cardcter especial para
argumentos.

Observa que la calculadora convierte automdticamente los complejos a forma
cartesiana, el resultado es

FAD WYZ HEW L~ 'H'
nHOHES

tH.42=r. 1,105l
(1l.9322, 1. 26330
RAD u] GRAD [RECTa[CYLIN]SFHER

e TN ) |

Actividad 4.14 Calcula manualmente la forma cartesiana de los complejos
(1‘23)1.22 rad ’ (2‘31)0.58 rad *

5 El menu [CMPLX]

El mend CMPLX, agrupa algunos recursos itiles para el cdlculo con comple-
jos. Accedemos al menu [CMPLX] pulsando la tecla numérica 1 con cambio
derecho (P[1]).

ARITH CRAPLY DER Lo

La primera pégina del menu

EAD BYZ HER E= 'H°
nHOKE

EHMW#W

contiene las siguientes opciones:

e [ARG] Calcula el argumento.
e [ABS] Calcula el médulo.
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[i] Escribe la unidad imaginaria.

[CONJ] Calcula el conjugado. Recordemos que el conjugado del nime-
ro complejo z =a + bi es Z = a — bi.

[IM] Calcula la parte imaginaria.

[NEG] Cambia de signo el complejo. Produce el mismo efecto que la
tecla de cambio de signo'* [+/—].

Si pulsamos!'® [NEXT] accedemos a la segunda pagina del menu

EAD BYZ HER E= 'H°
nHOKE

EHMWLW

que contiene dos nuevas opciones

e [RE] Calcula la parte real.
z

2|

que tiene el mismo argumento que z.

e [SIGN] Calcula el complejo —. Se trata de un complejo de médulo 1

Actividad 5.1 Accede al meni [CMPLX] y observa las opciones contenidas
en las dos pdginas de meni.
Actividad 5.2 Fl objetivo es calcular

2—1i

241

en el editor de ecuaciones. Procede como sigue:

1. Entra en el editor de ecuaciones y accede a [CMPLX]. Usa [i] para
escribir la expresion

" Tecla (6,2).
Tecla (3,3).
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2. Selecciona toda la fraccion

y pulsa'® [EVAL]

Pulsa [ENTER] para cargar el resultado en la pila

FAD u'Y2 HEW €= '3’

THOHE>

T

=H

i _
1: =]

Er_ﬂ

Actividad 5.3 El objetivo es calcular

2+ 3i
(2—1) (2 + 2i)

determinando los resultados intermedios. Procede como sigue:

1. Entra en el editor de ecuaciones y accede a [CMPLX]. Usa [i] para
escribir la expresion

"5Tecla (4,2) en la Hp49g+/48¢I1. En la Hp49g es la tecla P(4,4). También pudes pulsar
[TOOL] para activar el soft-mend de herramientas del editor de ecuaciones y ejecutar
EVAL pulsando[F4].
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242
2—1ili2+241)

<~

pon atencion en el uso correcto de los paréntesis.

2. Selecciona el denominador

2431

[2—1i12+21])

y pulsa la tecla [EVAL] para evaluar el denominador.

2431
=

3. Selecciona toda la fraccion y pulsa nuevamente [EVAL| para calcular
el resultado final

4. Pulsa [ENTER] para cargar el resultado en la pila
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FAD u'Y2 HEW €= '3’

THOHE>

T

=H

i _

1: QA+701
26

Actividad 5.4 Calcula el valor de

(1 + 30) (1 + 2i)
(1 — 1) (L + 4i)

zZ1 =

determinando resultados intermedios para el numerador y denominador. De-
termina el mddulo y el argumento (en radianes).

Sol. z1 = _51‘3? =—2 + 2 || = 1.2127, arg(21) = 1.8158 rad.

6 Operaciones con complejos

6.1 Operaciones en forma binémica

Dados los complejos
z1=a+bi, 2zy=c+di,

tenemos las siguientes operaciones aritméticas:

e Suma

21+ 22 = (a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b + d)i.
e Producto

2122 = (a4 bi) (¢ + di) = (ac — bd) + i (ad + be) .
e Inverso

i_ - 1 a—bi\ a _ b
21 a+bi \a+bi a—0bi) a2+ a2+

El inverso puede calcularse usando el conjugado

1_151_ 21

a2 za |n)?
donde hemos usado la siguiente propiedad del conjugado

z1-721 = (a+bi) (a—bi) = >+ 0% = |z |*.
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e Cociente

21 1 a-+ b ac+bd+ad—bc_
—_— =21 — = = 1.
29 Vo T cxdi Rt 2t

El cociente puede calcularse el conjugado

Z1  Z1%Zy 2122

2 2mZ |z

1

Ejemplo 6.1 Dados z =3+ i, w =2 — 3i calcula z + w, 2", zw y z/w.

z4w=(3+1i)+(2—3i)=5— 2,
1 1 (3—1) 31

: B+ (B+i)B-i 10 107
zw=(34+1) (2—3i) =9 -7,
3+i  (34i)(243) 3411

z
w  2-3i (2—3i)(2+3i) 13

Actividad 6.1 Realiza manualmente los cdlculos del ejemplo anterior.
Actividad 6.2 Realiza los cdlculos del ejemplo anterior con la calculadora.
Actividad 6.3 Dados los nimeros complejos

z=2+1, u=3-—1, w=3+3i,

calcula:

2 (u+ w) (i+u+w)(z—u—w)
212—37 29 = )
(v —w) (z —u) (2 + w)
Sol. 21 =38 — B, 2o =32 + 12,

Nota La suma y producto de nimeros complejos tienen las mismas propieda-
des algebraicas que la suma y producto de nimeros reales.

6.2 Producto en forma polar

La forma polar es especialmente adecuada para calcular productos y cocien-
tes. Dados los complejos en forma polar

z1=(r1)o,,  2z2=(r2),,

se cumple:

® 2122 = (T’l : T2)91+92
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21 <T1>
o —— | —
22 T2 01_92
e Siz=(r)yyné€Z,entonces 2" = (1"),4

Ejemplo 6.2 Dados z = 1+1i, w = —2 — 24, calcula 23, z-w y z/w usando
la forma polar.

Expresamos los complejos en forma polar

= () = (V)

T ..
arad i

por lo tanto

2= (2v2),, = (2.828427), ysgrgaraa = —2+ 20
2 Ira

(), 0. e

_5
47rrad

INE

Actividad 6.4 Realiza manualmente los cdlculos del ejemplo anterior.

Actividad 6.5 FEl objetivo de la actividad es resolver el ejemplo anterior
con la calculadora.

1. Fija la calculadora en modo complejo aprozimado'™ y el modo angular
en radianes.

2. Entra los complejos en forma cartesiana.

FAD WYZ HEW L~ 'H'

LHOHES

wH

o H

=H

E= [1 | B | 1 ] ]

1 H [_EI L | _El :I
FAD =] GEAD [KECT=|CYLIN|=FHEF

3. Fija el modo polar, observa que los complejos z y w quedan expresados
automdticamente en forma polar.

I7El uso de la representacién polar en modo exacto puede producir resultados poco
claros para el argumento.
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DEES s d. rok
12475, L=2. k

4. Fija el modo numérico en FIX 4, para mejorar la visualizacion

FAD Fad HER Lo "H°
LHOHEZ

e LN ) |

(1.4142, 28, 7524]
[2.5828d, £—2. 3262

5. Guarda los complejos en variables de nombre Z y W. Pulsa [VAR]
para acceder facilmente a las variables

FAD Fad HER Lo "H°
LHOHEZ

EHMW#W

6. Pulsa [F1] para cargar Z, cargamos 3 en el nivel 1 de la pila y pulsa
[YZ] para calcular 23.

FAD Fad HER Lo "H°
LHOHEZ

el T ) |

(2. 5284, £2. 3362)

7. Realiza el resto de los cdlculos. Una vez completados todos los cilculos,
tendrds
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8. Para obtener la representacion cartesiana, activa el modo de represen-
tacion rectangular

RAD HYZ HEH Co '3
THOHE>

A

=¥ (-2, BEAE, 2. SEEHE)
F (51, I, 4 . BIBEE])
i: (=0, SHEE, 0, BHHE)

Actividad 6.6 Realiza el ejercicio anterior directamente, es decir, sin pa-
sar a forma polar.

6.3 Forma trigonométrica y exponencial

Dado el complejo en forma polar z = (1), , recordemos que su forma trigo-
nométrica es

z=r(cosf +isinf).
Para 6 real, se define!®

e = cosf +isinb,

entonces el complejo z = (r),, expresado en forma exponencial, es

z=re?

La exponencial e?? cumple las propiedades usuales de las exponenciales

o\ k ,
1. (ezg) .
2. €i91 . €i92 — ei(91+92).
ei91

— i(01—02)
ei@z '

3.

8En rigor, la forma exponencial sélo estd definida cuando el argumento 6 estd en
radianes.
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Ejemplo 6.3 Expresa en forma trigonométrica y exponencial los complejos
z=2t,w=1+12z -w

e Para z = 2i, obtenemos la forma polar z = (2)x , por lo tanto
2
s 7r - T
:2< T 4isi _>:215.
z cos 5 + 7sin 5 e

e Para w = 1+ 4, obtenemos la forma polar w = (\/5)1 , por lo tanto
4

w = ﬂ(cos%—i—ismg) = ﬂei%.

e Para calcular z - w, usamos la forma exponencial
z-w = (2@2%) . (\/56’%) = Qﬁei(%+%) = 2261,

e Si es necesario, usamos la forma trigonométrica para obtener la forma
binémica de z - w

2\/56’%“ =2V2 <cos %T + 4 sin 277) =-2+2;. O

Actividad 6.7 Fija el modo angular en radianes. Ezxpresa en forma trigo-
nométrica los complejos z1 =2+ 3i, 29 = —1+ 2i.

Sol. z1 = 3.6055 (cos 0.9828 + i sin 0.9828) ,

29 = 2.23607 (cos 2.0344 + i sin 2.0344)

Actividad 6.8 Calcula una aproximacion decimal en forma cartesiana de
los complejos z1 = €%, zp = e~ 15,
Sol. z1 = —0.41615 + 0.90930, z2 = 0.07074 — 0.99749:¢

Actividad 6.9 Cuando calculamos €%, el argumento estd siempre en ra-
dianes. El modo angular de la calculadora no afecta al cdlculo de €. Para
verificar esta afirmacion, fija el modo angular en grados y calcula un apro-
zimacion decimal de €*%. Verifica que el resultado obtenido es

e*5" = ¢0s(2.6 rad) + i sin(2.6 rad).



