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1 Introduccion

La resolucién de problemas cientificos o técnicos conducen con frecuencia
a la resolucién de ecuaciones del tipo f(z) = 0. La resolucién exacta de
una ecuacién, tal como se hace con las ecuaciones polinémicas de primer
o segundo grado, no siempre es posible. Cuando la resolucién exacta no es
viable, se emplean métodos numéricos que permiten aproximar una solucién
con la exactitud deseada. Los métodos numéricos exigen, normalmente, que
conozcamos una estimacién inicial! de la solucién buscada.

Los comandos de la calculadora para la solucién exacta de ecuaciones son
SOLVEVX y SOLVE. Estos comandos, a menudo, no son capaces de deter-
minar las soluciones de una ecuacién f(z) = 0.

Actividad 1.1 Resuelve la ecuacion
23+ 22— 100 4+8=0
usando el comando SOLVEVX. (Sol. z =1,z =2, = —4)
Actividad 1.2 Intenta resolver la ecuacidn
® =3t +a2l +ar4+1=0

usando el comando SOLVEVX.(Sol. La calculadora no puede resolver esta
ecuacion con SOLVEVX)

Ademads de los comandos citados, la calculadora proporciona varios recur-

sos para la resolucién aproximada de ecuaciones que estdn agrupados en el
menu? [NUM.SLV]
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En particular nos interesan las opciones

e 1.Solve equation

e 3.Solve polynomial

LA veces el método exige més de una estimacién. En el método de la secante, por
ejemplo, hay que suministrar dos estimaciones iniciales; en el método de la biseccién,
necesitamos conocer un intervalo [a, b] que contenga la solucién.

?Tecla P[7].
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2 Solve equation

2.1 Ecuaciones f(z) =0

El formulario Solve Equation permite obtener una solucién aproximada
de una ecuacién f(x) = 0 a partir de una estimacién inicial. Tomemos por
ejemplo la ecuacién

=3t + a3 +24+1=0

y supongamos que sabemos que existe una solucién cercana a xg = 1. Pro-
cedemos como sigue:

1. Resaltamos el campo Eq y entramos la ecuacién. Podemos pulsar
[EQW] para acceder al editor de ecuaciones y escribir allf la ecuacion.
Para ecuaciones del tipo f(x) = 0 no es necesario escribir la ecuacién
completa, podemos entrar la expresién f(z).

2. Una vez entrada la ecuacién, el programa reconoce las variables de la
ecuacién. Entramos la aproximacion inicial en el campo X y pulsamos
[F6] para ejecutar la opcién [SOLVE] del formulario

FOLNE EQUATION
Eq: ' w D=3 445345+ ..,
++ [

Enter vwalug or praszz SOLVE

Como resultado obtenemos, en el campo X, el valor de la solucién

ZOLVE ECUATION
Eq: ' B a=3%R A+ n " S4n+]1.,

e TR |

Entgr valug oF prass SZOLVE

Para salir de Solve Equation, pulsamos® [CANCEL]. Observamos que se
ha cargado una copia de la solucién en la pila.

#Tecla [ON] cuando la calculadora estd encendida.
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Actividad 2.1 La ecuacion
2 =3t + 2+ +1=0

tiene 3 soluciones reales. Intenta calcularlas dando distintos valores iniciales
en el formulario Solve Equation. (Sol. 1.2374,—0.54036,2.51435.)

Actividad 2.2 Representa esquemdticamente la ecuacion
e* =14cosz

¢ Cuantas soluciones positivas tiene? Determinalas. Determina una solucion
negativa (Sol. Tiene una solucion positiva x = 0.60134. Con el valor inicial
xo = —1, se obtiene x = —2.789129.)

2.2 Uso avanzado de Solve Equation

El entorno de resolucién aproximada Solve Equation sélo permite resolver
en una variable, sin embargo, la ecuacién puede tener varias variables. En-
tonces usamos el formulario para dar los valores adecuados y resolver en la
variable que deseemos. Para aclarar esta forma de trabajar veamos el si-
guiente ejemplo. Consideremos la ecuacién de la posicién en el movimiento
rectilineo uniformemente acelerado

1 2
x:xo+vot+§at,

donde:
e x es la posicién en el tiempo ¢,
e 1 es la posicién inicial en ¢ = 0,
e ug es la velocidad inicial,

e a es la aceleracion.
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Y supongamos que tenemos que completar la siguiente tabla

L 2o [ w [ a [ ¢t | = |
10 | 25 | 23 | 50
13 | 25 | 23 15.0
15 | 24 65 | 807
17 30 | 75 | 100.0
28 | 21 | 65 | 885

Procedemos como sigue.

1. Accedemos al drea de variables pulsando [VAR]. Miramos si en HOME
existen las variables X, X0, V0, A y T. Si existen las borramos.

2. Creamos un directorio llamado MRUA y entramos en él. Accedemos
al formulario Solve Equation, nos situamos en el campo EQ y pul-
samos [EQW] para entrar en el editor de ecuaciones. Escribimos la
ecuacion

w=karvaT+EAT Y

y pulsamos ENTER para aceptarla.

3. De vuelta al formulario, vemos que la calculadora ha reconocido las
variables de la ecuacién y las ha incluido en el formulario

SOLYE EQUATION

Eq: ' R=HEHVEET 1254 T
e nl:

L LE T:

H:

Enter valug oF press S0LVE

4. Solo nos queda colocar los valores conocidos en los campos respecti-
vos, resaltar el campo del valor a calcular y pulsar [F6] para ejecutar
[SOLVE]. La ecuacién se resuelve respecto de la variable resaltada en
el momento de ejecutar [SOLVE]. Si el campo a resolver contiene un
valor, entonces este valor se toma como valor inicial para el método
de aproximacioén.
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Para calcular la primera fila de la tabla,

(zolw|alt ] = |
[1.0]25[23[5.0] |
entramos los siguientes valores

SOLVE EQUATION
Eq: ' B=xB+VE*T+1. 2%0%T..

ne wo: 1
vo: 2.5 T: 3
a: o D

LLE -

Enter valug oF press SOLVE

resaltamos X y pulsamos [F6], se obtiene

SRl IE CallaTTnn
o P T m R A

Eq: ' m=xmH+YEET+]1 ~2%[%T..
W R wo: 1

ve: 2.5 T: 3

A: 2.3

Enter walug or proszz SOLYVE

La tecla [F'4] con la etiqueta [VARS] nos permite modificar la disposicién de
las variables en el formulario.
alugr Yariable Order

Yariagbles:

EDIT |CHOOE

Para hacerlo, pulsamos [EDIT| y modificamos la lista de variables. En
nuestro caso, vamos a tomar el orden {X0, VO, A, T, X} para ajustarnos
al orden de la tabla de datos. Una vez modificada la lista y aceptados los
cambios pulsando [OK], el formulario presenta el siguiente aspecto

SOLYE ERLUATION
Eq: ' H=mBA+YEET+1 -2%A*T..
T | wa: 2.5

A: 2.3 L

Entgr walug oF prass SZOLVE




Francisco Palacios Resolucién numérica de ecuaciones. 6

Tomemos ahora la segunda fila de la tabla

o | Vo a t T

1312523 45.0

Esta claro que la determinacién de t supone la resolucién de una ecuacién
de grado 2. Entramos los datos en el formulario y resolvemos en ¢

SOLNE ECUATION
Eq: ' ®=xEA+VEAET+1 -2%A%T..
wo: 1.3 ya:

Actividad 2.3 Completa manualmente la tabla

L @ [ v | e [ t [ = |
1.0 25 2.3 5.0
13 25 2.3 15.0
15 24 65 80.7
17 3.0 5 100.0
28 21 65 88.5

Actividad 2.4 Completa la tabla usando Solve Equation.

3 Solve polynomial

Hemos visto que el entorno de resolucién numérica Solve Equation nos
proporciona tnicamente una solucién; para obtener las restantes debemos
usar valores iniciales adecuados. En el caso particular de las ecuaciones
polinémicas,

P(z)=0
existen métodos especiales que permiten aproximar todas las soluciones,

tanto reales como complejas, sin que sea necesario proporcionar estimaciones
iniciales.

3.1 Comando PROOT

El comando PROQOT calcula los ceros de un polinomio a partir de un vector
con los coeficientes. Como resultado, obtenemos un vector cuyos elemen-
tos son los ceros del polinomio, tanto reales como complejos. Ademds, este
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comando no requiere ningin tipo de informacién acerca de los ceros. Pode-
mos encontrar el comando PROQOT en el catdlogo de funciones o bien en la
tercera pagina del meni* [ARITH][POLY].

Consideremos, por ejemplo, la ecuacién

-3+ rr—1=0.

Como el polinomio es de grado impar, sabemos que tiene al menos una raiz
real. Para aplicar PROOT, simplemente cargamos en el nivel 1 de la pila un
vector con los coeficientes del polinomio, dispuestos en orden decreciente.
Es decir, para el polinomio

P(:L") = CL5ZL"5 + CL4:L"4 + CL3:L"3 + a2:r2 + a1z + ag,

empleamos el vector
las, a4, as, az, a1, ag].

En nuestro ejemplo es®

Y2_HEW F= '#'

==

X
M=z
2l

1]
o

LR Y | it

[1-21H1-1]

LCH JLEGENIFARTF|FCOEF|FEQOTIFTAYL

pulsamos [F5] para ejecutar PROOT y obtenemos

n'fZ_HER F= '®'
E D3

1 @A 2@ A S
Ly e DN L P

FCOEFIFROGTIFTAYL

Para ver mejor las soluciones, rompemos el vector con el comando® OBJ— .
Como resultado obtenemos, en el nivel 1 de la pila, la dimensién del vector
y, en los restantes, los ceros del polinomio. Como el polinomio tiene raices
complejas, todos las raices se presentan en formato complejo.

*Se accede a [ARITH] con 9[1].
’Nétese que falta el término x2, por lo tanto, az = 0.
SEn [PRG][TYPE].
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Eab HY2 HEW K= 'H°'

HONE D3z

e @, 6041, 8, SoR0]
EF (G, 6931 4 @, SOES]
=¥ (=6, 4221, 8. 6159)
ot (0, 521 5 8. £155]
1: (2. 5760, 5. BEEE)
nE. =TE H

Observamos que nuestro polinomio tiene un cero real
x1 = 2.5760
y dos pares de ceros complejos conjugados
z1 = 0.6941 + 0.3908q, zg = 0.6941 — 0.3908q,
z3 = —0.4821 4 0.6159, z4 = —0.4821 — 0.6159:.
Actividad 3.1 Calcula la solucion real de la ecuacion
e’ — 2?4t —x4+2=0.

(Sol. x = —1.2253605.)

3.2 Formulario Solve Polynomial

En el menu [NUM.SLVR] encontramos la opcién Solve Polynomial

= il e i

1.5%0lug equation..

d.tolug JiffF -zi..

Y, 5alug Laip =4y=,,
B, Zolug Fainance..
E.HELY

A=
= =
=
=

o NN Ol |

que nos permite obtener los mismos resultados que el comando PROOT.
Para resolver la ecuacién polinomial

gt 4203 — 2 +3x+1=0,

entramos el vector de coeficientes en el campo Coefficients

ZOLVE AN-87N+..+A1-5+A0
CogFFicaents [ an .. a1l a0 1:

[ La 2 =1e 22 1z 1

Footz:

Enter roots of press XOLVE
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nos desplazamos al campo Roots y pulsamos [F6] para ejecutar la opcién
[SOLVE] del formulario.

SOLNE AN-ETN+.+A1-H+A0
CogFFicients [ an .. ai af 1:
[ 1 22 —=1. 2& ]

Foot=:

]

Enter roots of press ZOLVE

Pulsamos CANCEL para volver a la pila y encontramos en el nivel 1 un
vector con las soluciones de la ecuacién con la etiqueta Roots.

FAD WYZ2 HEX K= 'W°
HEZ

Root=s:i[i-A.2911,08. BN
IDEZOL| T50L | LDEC = :

Para ver bien las soluciones, primero ejecutamos EVAL para eliminar la
etiqueta Roots. Después ejecutamos OBJ—, para romper el vector y obte-
nemos

EAD ¥YZ HEX E= 'R'

HHOHEX

= -8, 2911, 0, 000G
e (8. SEEE, —1 . BE2E]
=¥ (6. SOEL, 1. AAZE]
F (—2. F225, 6. BO6E)
1: 14 . BEea;
nE. ]

En el nivel 1 estd la dimensién del vector que acabamos de romper. En
los niveles superiores se encuentran las componentes del vector. Como el
polinomio tiene raices complejas, todas las soluciones aparecen en formato
complejo. Vemos que el polinomio tiene dos raices reales

xp = —0.2911, To = —2.7225,
y un par de raices complejas conjugadas
z1 = 0.5068 4 1.0026¢, zo = 0.5068 — 1.0026:.
Actividad 3.2 Determina las soluciones reales de la ecuacion

2423 -2+ 3 —-1=0.



Francisco Palacios Resolucién numérica de ecuaciones. 10

(Sol. © = —2.78991,x = 0.341144.)

El formulario Solve Polynomial tiene otros recursos interesantes. La op-
cién [SYMB] permite construir la expresién algebraica del polinomio a partir
de sus coeficientes. También podemos calcular el vector de coeficientes de
un polinomio a partir de sus ceros. Por ejemplo, consideremos un polinomio
CUyOS Ceros son

T = 1.20, Ty = 1.45, xr3 = 3.47, T4 = 7.61,

entramos el vector de ceros en el campo Roots

SOLVE AN-HoN+..+A1-H+A0
CogFfFacagent=s [ an .. a1 ad 1:

Roots:

Entgr root: of prass: SOLVE

E———mm‘

luego nos desplazamos al campo Coefficients y pulsamos [F6] para ejecu-
tar la opcién [SOLVE] del formulario.

SOLVE AN-HoN+..+Al-H+A0
CcogFfFicaents [ an .. a1 ad 1:

[ 1. —-13.73 57.3H37..
Fonts:

[ 1.2 1.453 3.47Y V.6

Entgr cogfFicients oF pross SOLYVE

Como resultado se obtiene un vector con los coeficientes de un polinomio
que tiene los ceros fijados. Una copia del vector de coeficientes se carga en
la pila. Si antes de abandonar el formulario pulsamos [F5] para ejecutar
la opcién [SYMB], también se carga en la pila la expresién algebraica del
polinomio.

D w2 HEW E= '&°
OHEZ

EEEFFicientsgl « HEAEK
wo+—13, FSEBH fS? S

LB ¥ Ly

0E.J-+ |-+ARRY

Actividad 3.3 Determina el polinomio P(x) que tiene los ceros x1 = 1.230,
x9 = —0.234 y un cero doble en r3 = 3.467.
(Sol. P(z) = 2* —7.93023 + 18. 63822 — 9. 9762 — 3. 460.)
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Ejemplo 3.1 Extremos relativos de un polinomio.
Queremos determinar los maximos y minimos relativos del polinomio
P(x)=2° - 323 + 22 — 22— 1
Calculamos la derivada
P'(z) = 52 — 922 4 20 — 2

y resolvemos la ecuacién

5zt — 922 426 —2=0,
para determinar los puntos criticos. Cargamos el vector de coeficientes

[5,0,-9,2, —2]
y ejecutamos el comando PROOT. Obtenemos las raices reales
x1 = —1.49837, xo = 1.31424.

La segunda derivada es

P"(x) = 2023 — 18z + 2.
En los puntos criticos, la derivada toma el valor

P"(—1.49837) = —38. 3095, P"(1.31424) = 23.7435.

Por lo tanto, P tiene un méximo relativo en x1 con valor Pp,x = 6.7813 y
un minimo relativo en xo con valor Py, = —4.79044. [

3.3 Comando PEVAL

Para evaluar un polinomio podemos usar el comando PEVAL. Podemos
encontrar PEVAL en el catédlogo de funciones. El diagrama de pila de PVAL
es el siguiente

PEVAL
Nivel 2 Nivel 1 | = | Nivel 1
[an,an,l,. ..,al,ao] i) P(xo)

Si tenemos el polinomio

P(z) =3+ 2% — 223
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y queremos calcular p(2.5), cargamos en la pila el polinomio en forma de
vector’ y el valor 2.5

EAD HYZ HEX K= "X

EHONE S

wH

aH

=H

e [-2 18 2]
1: 2 . JHEEE

CATALOG: Fad COMHMANDE

LU e Coy S
wH

< 2 FEE:

ZSE EEE@%FIIIIIIIIIIIIIIII
% FICH ,33,3]

y lo ejecutamos, obtenemos

EAD HY2 HEW E= ‘i

CHIHE S

wH

aH

=H

=

1: -2« BEEEE

Actividad 3.4 Usa PEVAL para calular los valores de P"(—1.49837) y
P"(1.31424) en el ejemplo anterior.

"Recuerda que los coeficientes deben aparecer segin grados decrecienes.



