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1 Manipulacién de productos

1.1 Factor

El comando FACTOR factoriza polinomios, y enteros. Puedes encontrar el

comando en el meni ALG.
CAlE We

FAD #Y2 HEW E= 'R’
nHOHE>

Lol EALINE Tl |

|

COLLEJERFANIFACTOILOCOL] LIN

Para un buen funcionamiento de FACTOR, la calculadora debe estar en
modo exacto.

Actividad 1.1 Fija el modo real exacto. Entra el entero 939600,

EAD BYZ HER E= 'H°
nHOKE

e [ LN ) |

el =155

COLLE|IERFANFACTa]LICOL] LIN

ejecuta FACTOR, debes obtener

FAD =92 HEX F= 'H'
-EHI:II'IE}
i
=H
%E 4 4 =
) 27275729
COLLE|EXFAN|FACTOLACAOL] LIN

Actividad 1.2 FEntra el nimero 939600, fija el modo real aproximado y
ejecuta el comando FACTOR. Observa que, en este caso no se produce la
factorizacion.
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Actividad 1.3 Queremos factorizar el polinomio z* — x3 — 522 + 3z + 6.

1. Entra el polinomio en la pila.

FAD HYZ HEX E= '#°
-EHI:IHE}
q
=H
%E 4 3 2
) A A T A e o
COLLEJERFARIFACTOILNCOL] LIN

2. Accede al meni [ALG] y ejecuta el comando FACTOR. El resultado

FAD w2 HEW E= 'H'

LHOHES

g

= H

%:

1 i+ bis=21l+ 51 x-JF]
COLLE|ERFANFACTOILNCOL] LIN

También se puede ejecutar el comando directamente desde el meni de he-
rramientas del editor de ecuaciones. Para factorizar una expresién, debes
seleccionarla y pulsar [F5] para ejecutar FACTOR.

Si el comando FACTOR no est4 visible, pulsa la tecla’ TOOL, para acceder
al menid de herramientas del editor de ecuaciones.

Actividad 1.4 Accede al editor de ecuaciones. Observa la etiqueta corres-
pondiente al comando FACTOR. Pulsa la tecla [VARS] para acceder al drea
de variables. Recupera el menid de herramientas del editor de ecuaciones
pulsando la tecla [TOOL]. Factoriza el polinomio

2t + 322 — 72% + 492 — 70

debes obtener
'Tecla (2, 3).
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(=S =20 7 5= 7

El comando FACTOR también actia sobre cocientes de enteros y polino-
mios, en ese caso factoriza el numerador y el denominador.

Actividad 1.5 Factoriza la funcion racional

23— b2+ 8x—4
24 x—12

Y

debes obtener

EAD BYZ HER E= 'H°
HOXEZ

[H—l]-[H—E]E

LA+ 1x—3]
COLLEJERFARIFACTOILNCOL] LIN

1.2 EXPAND, EVAL, SIMPLIFY

El comando EXPAND realiza la operacién inversa de FACTOR, esto es,
efectia los productos y opera términos semejantes. Puedes encontrar el
comando EXPAND en el mentd ALG.

FAD #Y2 HEW E= 'R’
HE>

H
&
3
=
=
1

COLLEJERFANIFACTOILOCOL] LIN

EE EN EN EE ER =

Actividad 1.6 Entra el producto (x — 3)(x —4)(xz —5), ejecuta el comando
EXPAND.

Puedes obtener el mismo resultado con EVAL.

Actividad 1.7 Entra la fraccion
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EAD HYZ HEW R= 'R

EHUHED

=H

=H

1: (—=hix=+1]
[b-=:+2]E

COLLE[ERFARFACTO[LACAL] LIN

y ejecuta EXPAND. Obtendrdis

EAD BYZ HER E= 'H°
nHOKE

Actividad 1.8 Repite la actividad anterior usando el comando EVAL.

Actividad 1.9 Entra en la pila la fraccion

FEAD Y2 HEX E= 'W'
-EHIIII'IE}
7 2
) b= S+
HE+9-H+EE
COLLEIERFANFACTOILOCOL] LIN

pulsa la tecla [V] para pasar al editor de ecuaciones

ejecuta el comando FACTOR, obtendrds



Francisco Palacios Recursos algebraicos. 5

pulsa [F5] para ejecutar EVAL o [F6] para ejecutar el comando SIMPLIFY .
En ambos casos se efectian los productos y obtendrds la fraccion de partida.

2 Manipulacién de funciones racionales
Una funcién racional es el cociente de dos polinomios, por ejemplo,

22 4+2x+3

==t

Los comandos PROPFRAC y PARTFRAC son especialmente titiles para el
manejo de funciones racionales.

2.1 Comando PROPFRAC

Una funcién racional

q(x)
es propia en grado cuando el grado del numerador es estrictamente inferior
al grado del denominador. La funcién racional

o) = 22

22 +2:x+3

fla) = B+r—1

es propia en grado. Por el contrario, la funcién

2+ a3 4+ 22 +3
g(z) = 2
T 5+ 6

es impropia en grado. Si la funcién racional

es impropia en grado, esto es, si se cumple

grado [p(x)] > grado [g(x)]
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entonces puede expresarse como suma de un polinomio y de una funcién
racional propia en grado, para ello dividimos el polinomio p(x) por ¢(x) y
obtenemos la expresion

r(x)
q(x)’

donde c(x) es el cociente y r(x) es el resto de dividir p(z) por g(x); la fraccién

f(@) = c(x) +

es siempre propia en grado.
El comando PROPFRAC permite expresar una funcién racional impropia
en grado en la forma
r(z)
flx) =clz) + —.
(@)= ela) + 3
Puedes obtener el comando en la segunda pagina del meni ARITH

ARTTH.CREL

Para ello, pulsa 9 [1] y [NEXT] para acceder a la segunda pagina del ment
FAD #Y2 HEX Rz "4'
cHOWEZ

También puedes obtenerlo del catalogo de funciones CAT, o bien, teclearlo
directamente.

Actividad 2.1 Localiza el comando PROPFRAC en el meny ARITH.

Actividad 2.2 Localiza el comando PROPFRAC en el catdlogo de funcio-
nes.

FAD :

RAD [CATALAG: 7&2 CORHARDS

= [PRELCD S—
o f |FRONFT

i |FEONFTSTO

s |FROOT

-

{: |FR3T

HE
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Recuerda que si pulsas [a][P], avanzards en el catdlogo hasta la letra P.

Actividad 2.3 FEn esta actividad vamos a expresar la funcion racional
a* +a° + 21+ 3
22 —5r+6

como suma de polinomio y fraccion propia. Para ello, sigue los siguiente
PASOS:

1. Entra la fraccion en la pila.

FAD w2 HEW E= 'H'
LHOHES

=
1:

H4+H3+E-H+3

LGCh

2. Accede a la segunda pdgina del meni ARITH y ejecuta el comando
PROPFRAC, obtendrds:

FRD BYZ HEX E= 'H°
LHOHEZ

hu
=
1

(P 4insnqs EEH14]

Mt

LaCh

Actividad 2.4 Divide manualmente los polinomios
plx)=a*+23+204+3, qlz)=2>—-52+6
y verifica que el cociente es
c(x) = 2 + 6z + 24

y que el resto es
r(z) = 86x — 141.

Actividad 2.5 Ezpresa la fraccion

i+ —1
w3 —a2+a—1

fx) =

como suma de polinomio y fraccion propia.
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2.2 Comando PARTFRAC

El comando PARTFRAC calcula la descomposicion en fracciones simples
de una funcién racional. Seguramente has usado la descomposicién en frac-
ciones simples en la integracién de funciones racionales. Otra aplicacién
notable es el cédlculo de la antitransformada de Laplace.

Puedes acceder al comando PARTFRAC en la primera pédgina del ment
ALG.

nre HEX R= "3'
Ex

=
=

kA
£H
]
]
2
=
1

COLLEJERFANIFACTOILOCOL] LIN

También puedes buscarlo en el catédlogo de funciones y comandos [CAT],

FAD [CATALOG: F&2 COMMANDS

—|Fac S—
2% |Fraez

=% |FARAMETRIC
12 |FARITY o
FARZURFRACE 21
=31

o teclearlo directamente.
Actividad 2.6 Localiza el comando PARTFRAC en el ment ALG.

Actividad 2.7 Localiza el comando PARTFRAC en el catdlogo de funcio-
nes.

Actividad 2.8 FEl objetivo de esta actividad es descomponer en fracciones
simples la funcidon racional

2
v +1
flw) = 23 —222 —x + 2
Para ello, carga la expresion en la pila

EAD BYZ HER E= 'H°
nHOKE

=
) W+

HE—E-HE—:HHE
COLLE[ERFRN[FACTOlLACOL] LIN
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y ejecuta el comando PARTFRAC, debes obtener:

FAD WYZ HEW F= 'H°
nHOHES

e

=2 1

3, =% 1

M=z M+l m—1
COLLE|EXFANFACTO|LOCOL] LIN

Actividad 2.9 Realiza manualmente la descomposicion del ejercicio ante-
rior. Para ello, descompon previamente el denominador con el comando

FACTOR.

La descomposicién en fracciones simples sélo se aplica a fracciones racionales
propias en grado. Si tenemos

p(z)

q(x)
y el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador,
primero hay que expresar la fraccién en la forma

Asi, por ejemplo, si tenemos

p(z) ®+z+1
qz) 22+x-2

primero dividimos p(z) por ¢(z) y obtendremos

3

2 +x+1 dr — 1
_— = —1 _
P2 YTt ey

seguidamente, descomponemos

4r —1
24+ —2
en fracciones simples, resulta
4r —1 4r —1 1 3

x2+x—2:(:r—1)(x+2) 3:—1+:L'+2'
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Finalmente, obtenemos

2 4+r+1 m 1 N 3
- =T — .
24+z—2 x—1 x+2

El comando PARTFRAC se aplica directamente a funciones raciones impro-
pias en grado, sin que sea preciso dividir previamente, si cargamos en la pila
(o en editor de ecuaciones) la expresién

FAD WYZ HEW R= 'H°
nHOHES

=
1

: =

y ejecutamos el comando PARTFRAC, obtenemos directamente

EAD XYZ2 HEX E= 'R'

HHOME

=

=H

7 T
nlte s

COLLEIEXFANFACTOILOCOL] LIN

Actividad 2.10 FEl objetivo de esta actividad es calcular, paso a paso, una
integral racional. Supongamos que tenemos que calcular la primitiva

/x?’—x—i-l I
2 +2r -3
Para ello,

1. Entra en el editor de ecuaciones la funcidn racional.

2. Selecciona la expresion y accede al meni ALG.
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COLLE|ERFANFACTOILNCOL] LIN

3. Pulsa [F6] para ejecutar PARTFRAC y realizar la descomposicion en
fracciones simples.

COLLE|IERFANFACTa]LICOL] LIN

4. Ahora, vamos a integrar cada uno de los términos por separado. Usa la
combinacion de teclas | [»]| para seleccionar el polinomio inicial.

COLLEIEXFANIFACTOILOCOL] LIN

5. Pulsa 9[4] para acceder al meni CALC y pulsa [F6] para ejecutar el
comando INTVX, que calcula la primitiva respecto de la variable por
0mision

obtendrads:
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THTYHI

DERIVILIMIT| DIFF |GRAFH|DERYS

ejecuta EVAL, para efectuar la integracion.

1.2 A 1 (T
S -2 MR

DERIVILIMIT| DIFF |GRAFHIDERYS

7. Finalmente, repite el proceso con la sequnda fraccion, resulta:
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DERIVILIMIT| DIFF |GRAFH|DERYS

8. Pulsa [TOOL] para recuperar el meni de herramientas del editor de
ecuaciones y pulsa [F3] para desactivar la opcion [BIG], entonces ob-
tendrds la siguiente vista:

i

E 1 - Flua =
Set-aaegoLni]i-1 )+ gl EREAN

9. Si pulsas [ENTER], cargards la expresion en la pila.

FRD BYZ HEX E= 'H°
OHEZ:

13 l-HE—E-H+%-LH[IH—1I]+1E

10. Para visualizar la expresion desde la pila, pulsa [TOOL] y [VIEW],
accederds a una pantalla grifica

1,2 1 25
R —E-H+E-LH[IH—1|]+T-L¥.

que puedes desplazar con las teclas [4],[»].
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Actividad 2.11 Calcula manualmente la integral

/x?’—m—i-l J
——— aAX.
24 2x—3

Actividad 2.12 Cualcula directamente la integral
/ A, | d
——dx
2 +2r -3

2 —r+1
2421 — 3
en la pila y ejecutando el comando INTVX.

cargando la expresion

Actividad 2.13 Calcula manualmente la integral

/m—ﬂdx
x2—6x+8

Verifica el resultado integrando con INTVX.

Sol. fof‘gmlJrg dv=—3In(z—2)+3In(x—4).

Actividad 2.14 Descompdén en fracciones simples la funcion racional

T+ 1
2 —6x+8

e integra cada una de los términos por separado.

3 Solve

El comando SOLVE permite resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones de
forma exacta. También resuelve inecuaciones. Puedes acceder al comando
SOLVE en la segunda pégina del meni ALG

EAD hYZ2 HEW E= "W
nHOHES

Lol AL Ol |

SOLVE|SUEET|TESFH

también puedes obtenerlo del catdlogo de funciones y comandos? [CAT)]

2También puedes encotrar el comando SOLVE en la primera péagina del ment S.SLV

(7 [1)-
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EEEH CATALNG: FE2 COMMANDE

=——| *LOFEFIELD —_—
*NEG
ZNEH

= [l iLIE Sl

[pg] "N EN EN EN EN

o teclearlo directamente.

Actividad 3.1 Localiza el comando SOLVE en el meni ALG.
Actividad 3.2 Localiza el comando SOLVE en el catdlogo de funciones.
Actividad 3.3 Localiza el comando SOLVE en el menid S.SLV.

3.1 Resolucion de ecuaciones

Para resolver una ecuacién con SOLVE, simplemente debes cargar la ecua-
cién en el segundo nivel de la pila, la incégnita en el primer nivel y ejecutar

SOLVE.

Actividad 3.4 Por ejemplo, para resolver la ecuacion
2 +r=1-2z,
procedemos como Sigue:

1. Cargamos en la pila los dos miembros de la ecuacion.

FAD w2 HEW E= 'H'
LHOHES

3
5,
2
1

o
. 11—
ZOLVE|SUEST|TEXFA

2. Pulsamos la tecla 7(6,2) para ejecutar el comando =, obtenemos:

FRD BYZ HEX E= 'H°
LHOHEZ

e VUL

HE+H=1—EM
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3. Cargamos en la pila la incdgnita

FRD BYZ HEX E= 'H°
LHOHEZ

HE+'E'=.'= 1 =2
oy

y ejecutamos el comando SOLVE, debes obtener

FRD BYZ HEX E= 'H°
LHOHEZ

~-r =

bt

1: {H=_3+Jﬁ =—3+Jﬁ}

2

Actividad 3.5 Resuelve la ecuacion 22 —x —1 = 0.

_ 1 1 _ 1 1
Actividad 3.6 Si la calculadora no puede resolver una ecuacion, contesta
con una lista vacia de soluciones. Selecciona el modo real exacto y intenta
resolver la ecuacion z2 +x +1 = 0.

EAD #%Z2 HEW K= '&'
nHOHE>

Debes obtener el resultado

EAD BYZ HER E= 'H°
nHOKE

= O
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Actividad 3.7 Selecciona ahora el modo complejo exacto y vuelve a resol-
ver la ecuacion x? + x + 1 = 0, debes obtener el siguiente resultado:

EAD BYZ HER £= '§°
nHOKE

r =

1% {__1+i-J§ __1—1-J§}
-

SOLVE|ZUEZT|TERFA

Resuelve manualmente la ecuacion y verifica el resultado obtenido.

Actividad 3.8 Fija el modo real exacto e intenta resolver la ecuacion bi-
cuadrada x* + 322 —4 = 0.
Sol. x =1,z =—1.

Actividad 3.9 Fija el modo complejo exacto e intenta resolver la ecuacion
bicuadrada x* + 32% — 4 = 0.
Solx =10 =—-1,20 =2i,x = —2i.

Actividad 3.10 Fija el modo complejo exacto e intenta resolver la ecuacion
bicuadrada x* — 222 +1 = 0.
Solx =1,z =—1.

Actividad 3.11 Resuelve manualmente la ecuacion x* — 222 +1 = 0.

3.2 Resolucién de sistemas no lineales
El comando SOLVE permite resolver sistemas no lineales como
22—y =1,
y=a%-1.
Para ello debemos cargar un vector con las ecuaciones en el nivel 2 de la
pila, un vector con las incégnitas en el nivel 1, y ejecutar SOLVE. La par-

te mds novedosa es la construccién del vector que contiene las ecuaciones.
Procedemos como sigue:

1. Accedemos al editor de Matrices® [MTRW], verificamos que la opcién
VEC est4 activada®; en caso contrario, pulsamos [F2] para activarla.
Verificamos también que esté activada la opcién de desplazamiento a
la derecha [GO—].

$Tecla 9(4,3).
4Debe aparecer un cuadrado blanco junto a VEC, tal como aparece en la figura.
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VEC m| +HID

2. Pulsamos [EQW] para acceder al editor de ecuaciones y escribimos la
primera ecuacion.

Pulsamos [ENTER] para aceptar la ecuaciéon y volver al editor de
matrices.

VEC m| +H{ID | HID+| G0+ m

3. Observamos que se ha seleccionado automédticamente el campo 1-2.
Pulsamos nuevamente [EQW] para acceder al editor de ecuaciones y
entrar la segunda ecuacion.

Pulsamos [ENTER] para aceptar la segunda ecuacién y volver al editor
de matrices.
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=FOW | #C0OL | =COL | +£TH | G0T0

Pulsamos ENTER, para aceptar el vector de ecuaciones y volver a la
pila, debes obtener

nrc HE: F= 'W°
HEZ>

=
AN EN EN ER ==

e VUL O

[HE—H’E=1 '“|’=HE—1-
ZOLNE[ZUEST|TEHF A

4. Para escribir el vector de incégnitas, vamos a emplear la linea de edi-
cién. Pulsamos q[x] para entrar los clauddtors.

FEAD Y2 HEX E= 'W'

{.HIIII'IE}

=H

%E > = 2]
[; [H —T=1 y=RT—1

5. Pulsamos la tecla de comilla simple’, para pasar a modo algebraico y
entramos la variable z,

FEAD Y2 HEX E= 'W' HLG
{.HIIII'IE}

=H

%E > = 2]
[' [H —T=1 y=RT—1

SOLVE|ZUEZT|TERFA

"Tecla (4,3) en la HP49g+ y HP48gII; en la HP49g es la tecla I'(4,3).
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nos desplazamos fuera de las comillas y repetimos el proceso para
entrar la variable y.

FRD BYZ HEX E= 'H° ALG

{.HIIII'IE}

=

it 2 .2 2 ]
) Ho=T=1 =Rl
['H' Y4l

SOLVE|ZUEST|TERFA

6. Pulsamos ENTER para aceptar el vector de incégnitas, la pila debe
presentar el siguiente aspecto

FEAD Y2 HEX E= 'W'

-EHIIII'IE}

£

%5 2 2 2
) [H —T=1 y=KT—1]

1: [ ]

7. Ejecutamos el comando SOLVE y obtenemos la lista de soluciones.

nrZ HEX F= 'W°
HEZ

TR | i

EN EN ER EER mI —r

i[=1 ¥=B]1[x=—1 Y=8] [
SOLVE|ZUEET|TERFR

8. Ejecutamos EVAL para romper la lista de soluciones.

FRD BYZ HEX E= 'H°
LHOHEZ
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Actividad 3.12 Resuelve manualmente el sistema
x2 _ y2 — 1,
y =% — 1.
Actividad 3.13 Resuelve el sistema

y =% — 1.

Obtendras las soluciones:

EAD BYZ HER E= 'H°
nHOKE

w22
T2
i [H=~|E+E-E

2

_—1+15
Z .
_-i+[5
2

i

i

RCL |FURGE|CLERAFR

Si intentas obtener una aproximacion decimal de la solucion con — NUM
verds que no funciona. Para evaluar numéricamente las soluciones, puedes
proceder como sigue:

1. Primero usa el comando® OBJ— para romper el vector.

FRD BYZ HEX E= 'H°
LHOHEZ

3 T Ee——=—=

d: z
yo1+d5

2
1: _ 12« AR

2. Borra el contenido del nivel 1 de la pila.

Y2 HEW F= 'i°
= QY =0 ]

1 ¥ E
: _—1+d5
="

m=c
[

RCL |FURGE|CLERF

5Puedes encotrarlo en [PRG][TYPE] o en el catdlogo de funciones CAT.
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3. Pulsa [¥] para acceder al editor de ecuaciones y selecciona la parte
numérica.

5. Pulsa ENTER para volver a la pila.

FAD W52 HEW K= '®°

LHOHE> _

B [ 2 ]

= od2ee 5
z

1 | Y=, 5158

6. Pulsa [»] para ejecutar SWAP e intercambiar el contenido del nivel 1
y del nivel 2 de la pila.

FRD BYZ HEX E= 'H°
HOXEZ

= 2k 1=
L 2

: z |
=t =@, 6150
. H=JE+EJ§

2

FCL |FURGE|CLEAR
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7. Repite el procedimiento con la x del nivel 1, esto es, accede al editor de
ecuaciones y selecciona la parte numérica y ejecuta —NUM, después
de pulsar ENTER para volver a la pila, obtendrds

FAD W'Y2 HEX F= 'R’

{.HIIII'IE} I .
N N N S e
4= =

z 7
o V=@, 5150
i: =1, 2720
E E|CLERF

8. Pulsa [HIST] para acceder al editor de pila, desplaza el cursor de pila al
nivel 8 y toma una copia del sequndo vector de soluciones con PICK,

EAD =YZ2 HEW E= '"H'

mHONE

=T T Y D !
EY - I
Sk [ 'H=—C 0222 T2,
= =@, 6186
1: N\ 'uH=1.2728"

UTEH | EDIT | FICK | K0 |

obtendrds una copia del contenido del nivel 3 en el nivel 1 de la pila

EAD HYZ HEW R= "X
EHUHE

wH =
4 [ 'HE=— 2200 2,
b 'Y=H.,51268"
=~ el AT
18 [ 'w= —iIiE+E*ISEHEm
ECHO | VIEW | EDIT | FICH [ R

pulsa [ENTER] para salir del editor de pila.

FAD HYZ HEX E= '#°
{.HIIII-IE}_ _ _
=t V=H.513H
Ef A=1.27V2H
1: [H__JE+E-E .1,_—1+«|§
B 2 -2
i RCL |FURGE|CLEAR
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9. Repite el procedimiento anterior, rompe el vector con el comando OBJ—
y calcula aprorimaciones numéricas en el editor de ecuaciones. Final-
mente resulta

3.3 Resolucion de inecuaciones
3.3.1 Resolucién grafica

Consideremos una inecuacién de la forma

f(z) <0.

Si representamos la curva
y=f(x),

la solucion de la inecuacion es el conjunto de valores x para los que la grifica
estd por debajo del eje OX.

Actividad 3.14 Vamos a resolver grificamente la inecuacion
3
> —=Tr—6<0.

1. Accedemos al entorno grdfico’ con|q[F1]|.

FLOT - FUNCTIGN
Ho Equ.. Fress ADD

CHOOS|ERAZE] DFAN

y entramos la funcion f(x) = 2® — Tz — 6.

"Recuerda que la notacién | 1 [F1] | indica que debes pulsar [F'1] mientras mantienes

pulsada la tecla de cambio izquierdo [4].
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"|’1|:H:I=H3—?-H—E-

Pulsamos [ENTER] para aceptar la funcion

ZFLOT - FUNCTION

ERAZE| DFAH

y [F5], [F6] para ejecutar ERASE y DRAW, obtenemos:

I

SO0 |G, Y TRACE] FEN | EDIT [CANRCL

2. Pulsamos [CANCEL], para salir de la pantalla grifica; a continua-
cion, pulsamos 1 [F2] para acceder al formulario PLOT WINDOW

que permite ajustar el intervalo de representacion. Fijamos el inter-
valo horizontal en [—3,4.5]

FLOT HINOOM - FUNCTION
H=Vigu:=-Z.04a430 Y. 5000
IEUEITH -2 . 1000 | 2.aoon
Indep Loun: DeFault  Haiah:Derault

Step: DeFqult  _ Fixelsz

Entdr HihiHUH U'El"t:'}':ll uglug
AUTY |[ERAZE| DRHH

y usamos AUTO para fijar el intervalo vertical, obtenemos
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FLOT HINDOW - FUNCTION
H-vicH :EEFTTE y.5g00
W-igy:-32.12°% GZ.6350
Indep Lod: DeFault Haiah:DefFault

tep: DeFault _Fixal=

Entgr HaniHUH horazontal walug
RUTO |[ERARZE| DEAH

Pulsamos [F'5], [F6] para ejecutar ERASE y DRAW, resulta

=+

200N | GE, YO TRACE] FEn | EDIT JCANCL

3. Vemos que ain no hemos obtenido una buena vista de la zona de inte-
rés, pulsamos [ZOOM] y usamos BOXZOOM para seleccionar la zona

de interés,

| ———
1 |

il |

obtenemos

200N | GE, YO TRACE] FEn | EDIT JCANCL

4. Para determinar los cortes con el eje OX, pulsamos [F'4] para acceder
al meni [FCNJ, posicionamos el cursor cerca de la raiz a calcular
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/

ROOT |[ISECT|SLOFE] AKEA |HADE]| ERTF

y usamos el comando ROOT, obtenemos

]

Foot: =-32.0000

Pulsamos [+] para recuperar el meni [FCN] y repetimos el procedi-
miento para las otras dos raices, resulta

7

Foot: -1.0000

]

Foot: Z.0000

5. La zona bajo la curva es
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Z00H | G5, Y| TRACE] FEn | EDIT |CANCL
por lo tanto, la solucion de la inecuacion
2? —Tr—6<0
es (—oo, —2) U (—1,3).
Actividad 3.15 Resuelve grificamente la desigualdad
2® — 4. 42% — 2.042 + 16.416 > 0

Sol. Se obtiene el grifico

SO0 |G, Y TRACE] FEN | EDIT [CANRCL
la solucion es (—1.8,2.4) U (3.8, 4+00) .
Actividad 3.16 Resuelve la inecuacion
et <2 — 22
Sol. Escribimos la inecuacidon en la forma
er + 22 —2<0.

Se obtiene el grdfico

200N | GE, YO TRACE] FEn | EDIT JCANCL
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la solucion es (—1.316,0.5373).

En la solucién de la actividad anterior, he usado el comando SHADE del
ment [FCN] para resaltar la zona de interés. Obviamente, no es necesario
sombrear el drea bajo el eje OX para resolver el problema.

3.3.2 Resolucién numérica basada en intervalos de signo cons-
tante

Consideremos una inecuaciéon de la forma

f(z) <0.

Como consecuencia del Teorema de Bolzano, sabemos que una funcién f(x)
s6lo puede cambiar de signo en los puntos de discontinuidad y en los puntos
donde se anula, esto es, si sabemos que todos los ceros y discontinuidades
de f(x) son

1 <cg << Cp,

entonces en los intervalos
AO = (—OO,Cl) ) Al — (Cla 62)7 sy An,1 - (Cnfla Cn) 5 An == (Cn7 +OO) 5

la funcién f(z) tiene signo constante y basta con tomar un valor de prueba
en cada intervalo x’; € Aj y calcular f (m;‘) para determinar el signo de la
funcién en el intervalo®. La solucién de la inecuacién

flx) <0

estard formada por la unién de aquellos intervalos A; donde f(z) es negati-

Va9 .

Actividad 3.17 En esta actividad vamos a resolver la inecuacion
<22

stguiendo el procedimiento descrito. Previamente, escribimos la inecuacion
en la forma
2’ +z2-2<0

e identificamos la funcion

flx) =22 +z -2

8Es importante observar que el método descrito sélo es valido si la lista de ceros y dis-
continuidades estd completa, es decir, si disponemos de todos los ceros y discontinuidades
de f(z),

Obviamente, el procemiento es aplicable a inecuaciones del tipo f(x) > 0. Para in-
ecuaciones del tipo f(z) < 0, f(xz) > 0, debemos inculir en la solucién los puntos ¢; que
son ceros de f(z).
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1. Determinamos los puntos de discontinuidad de la funcion f(x). Como
se trata de un polinomio, no hay puntos de discontinuidad.

2. Determinamos los ceros de la funcion f(x). Para ello, podemos usar
el comando SOLVE

FAD WYZ HEW €= 'T'
LHOHES

£
=
=
1

. H
ZOLNE[ZUEZT|TEXFA

obtenemos

FRD BYZ HER €= 'T*
LHOHEZ

=1 w=—2

B = RO

3. La lista completa de ceros y discontinuidades es c; = —2, co = 1. Los
intervalos de signo constante son

Ag = (—OO7 —2), A = (—2, 1), Ay = (1,—|—OO) .

4. Definimos la funcién f(z) = 2% +x — 2. Para ello, accedemos al editor
de ecuaciones y entramos la expresion

Fi)= 24

pulsamos [ENTER] para cargar la expresion en la pila y ejecutamos el
comando DEFINE.
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mcnln!r LI

5. Completamos las siguiente tabla

o =3 0 2
f(;)
signo

para ello, pulsamos [VAR] para acceder al drea de variables y usamos la
tecla con etiqueta [F] para calcular los valores f(x7}). Para xi, cargamos
—3 en la pila

EAD hYZ2 HEW €= 'T'
nHOHES

/ ;

Lol AL Ol |

y obtenemos

EAD HY2 HEW €= 'T'
EHUHED

wH

aH

=H

=H

1: 4

La tabla completa es la siguiente

A; (—00,—2) | (=2,1) | (1,400)

T -3 0 2
f(z5) 4 —2 4
signo S5, S, S

6. La solucion es, por lo tanto, el intervalo (—2,1).
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Actividad 3.18 Resuelve la inecuacion

2 —5x+6
- <
2 -1 <0

determinando los intervalos de signo constante de la funcion
(@) 2 -5z +6
)= ——5—.
22 -1

Sol. f(x) tiene ceros en x = 2 y x = 3, y discontinuidades es x = +1. Se
obtiene la tabla

A; (—o0,—1) | (-1,1) | (1,2) | (2,3) | (3,40)

T -2 0 1.5 2.5 3
flxj) 6.67 —6.0 0.6 | —0.045 | 0.1333
signo @ o S o S

La solucion es (—1,1) U [2,3].
Actividad 3.19 Intenta resolver grificamente la inecuacion

22 —5x+6
T TP L.
x2 -1 <0

Verds que mo es posible obtener una buena representacion en un unico grafi-

Co.

3.3.3 Resolucion con el comando SOLVE

El comando SOLVE también puede resolver inecuaciones. Es conveniente
fijar el modo exacto para un buen funcionamiento de SOLVE.

Actividad 3.20 Consideremos, por ejemplo, la inecuacion

x2—x§2—2x.

1. Accedemos al editor de ecuaciones [EQW] y escribimos la inecuacion

HE—HEE—E-H*I'
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observa que los signos de desigualdad estdn disponibles en el tecla-
do.

I..ﬂ.li"ﬂ'ﬂ.'u’ MEIE‘ muumf: (K}

A Al MTRCFECTAT FANVRTHATS ()

Pulsamos [ENTER] para cargar la inecuacion en la pila.

2. Cargamos la incdgnita en el nivel 1 de la pila y accedemos a la sequnda
pagina del mend [ALG] para ejecutar SOLVE

FAD WYZ HEW C= 'T!
Hi

-I'; HEZX
d:
3+ 2
J T LD
1 n 1 ::_:: 1
obtenemos
FAD HYZ HEX C= 'T*
CHOHE
wH
q:
=
i
i: Ha—2 AND H<1

es decir, la solucion es el intervalo cerrado [—2,1].
Actividad 3.21 Resuelve la inecuacion
2 — 102® + 31z — 30 < 0.
Sol. (—o0,2]U[3,5].

En la actividad anterior, la solucién de la calculadora es
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FAD HY2 HEW C= '}H°

wHOHE >

L

e

=F

1; Aed OF #23 ANHD =<5
EZ0L] I=0L | LDEC =i or

que debemos interpretar como (—oo, 2]U[3,5]. Para interpretar la respuesta
de la calculadora, debemos dar prioridad al operador AND sobre el operador
OR. Es decir, interpretamos

<2 OR z>3 AND z<5
como
(x<2) OR (x>3 AND z<35).

El comando SOLVE también actia en inecuaciones con cocientes de poli-
nomios, pero debemos tener cuidado con los puntos de discontinuidad, pues
el comando puede producir resultados incorrectos para esos puntos. La si-
guientes actividades ilustran este problema.

Actividad 3.22 Queremos resolver la inecuacion
x? — 5246
x2—1
1. Accede al editor de ecuaciones, escribe la inecuacion y la cdrgala en la
pila.

<0

2. Entra la incégnita en el nivel 1 de la pila

FRD BYZ HER L= 'H°
LHOHEZ

= WS B
ey

~H

1: i

Ejecuta el comando SOLVE, obtendrdis

FRD BYZ HER L= 'H°
LHOHEZ

wH
e =
=H
=
1:

FAr—=1 AMD K<l 0OF Rk
FUESTITERFA




Francisco Palacios Recursos algebraicos. 35

3. Pulsa [TOOL| [VIEW] [TEXT], obtendras

TWe=1 ANl ®<1 OF Wxd AND W52

Teniendo en cuenta la prioridad de AND sobre OR, la solucion es
(-1,1)uU(2,3).

Actividad 3.23 Queremos ahora resolver la inecuacion

2 _
T 5x+6<

0
2-1 -~

sigue el mismo procedimiento que en la actividad anterior. Obtendrds

Wx-1 ANl RE1 OF W2d AND AE2T

En este caso, la solucion proporcionada por la calculadora es [—1,1]U[1, 2],
mientras que la solucion correcta es (—1,1)U[1,2], pues x = 1 son puntos

de discontinuidad de
2 -5z 46

2 -1

fx) =

y en ellos no existe f(x).

4 Sustitucion

4.1 El comando SUBST

El comando SUBST permite sustituir valores y realizar sustituciones alge-
braicas. Puedes acceder al comando SUBST en la segunda pdgina del meni

[ALG]
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FAD WY HER £= 'R
nHOHES

wH

-

=H

=H

1:

o en el catdlogo de funciones y comandos [CAT].

Rl :

RAL [CATALGG: 7&4 COMRANDE

2 [ STURNRE —
os |sTHE

i |zUE

=

e [ZUETHOD

1= [5vo

HE

También puedes teclearlo directamente.

Actividad 4.1 Localiza el comando SUBST en la sequnda pdgina del mend
[ALG].

Actividad 4.2 Localiza el comando SUBST en el catdlogo de funciones y
comandos.

4.1.1 Sustitucién de un valor

Actividad 4.3 En esta actividad vamos a substituir el valor x = 2 en la
expresion sinx + In(z? + 1).

1. Fia la calculadora en modo exacto.
2. Carga la expresion en la pila.

3. Carga en el nivel 1 de la pila la igualdad x = 2, y ejecuta el comando

SUBST,

FAD WY HER £= 'R
nHOHES

‘ STMeO+LHHE+1

R

3
=
=

SOLYEPEUEET|TERFH
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debes obtener

nrZ HER €= 'J°
HEZ

T
EN EN EN ER —r

o [T

=3 H[E]+LH[EE+ 1 ]
ZOLNE[ZUEST|TERF A

4. Observa que se ha realizado la sustitucion, pulsa EVAL para realizar
las operaciones pendientes, resulta

FRD BYZ HER L= 'H°
LHOHEZ

el T ) |

STH21+LHIS]

5. Para obtener el valor numérico, pulsa —NUM.

Actividad 4.4 Fija el modo angular en radianes, el modo real exacto y el
formato numérico FIX 5. Construye en la pila la expresion

cos(x)

sin(e) + tan(z) + 1’

y sustituye el valor x = 2 4+ In3. Calcula una aproximacion decimal del

resultado. Realiza todo la actividad sin usar el editor de ecuaciones.
Sol. —1.0010.

4.1.2 Sustitucién de una variable

El comando SUBST también permite substituir una variable por una expre-
sién algebraica.

Actividad 4.5 Tenemos la expresion
22\/1 — 22,
Y queremos sustituir x = cost.

1. Entra en la pila la expresion x*v/1 — x2.
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2. Carga en la pila la ecuacion x = cost y ejecuta SUBST

FAD HYZ2 HEX L= "4’
wHONEZ:
i 1
=
' ‘ 2]
1: A=C0OS(T]
SOLVE|ZUEZT|TEXFRA
obtendrds
FAD HYZ2 HEH C= 'H#°
THOHE
41
=
*
] EDE[T]E-J—[EDEIT]E—l]
SOLVE|ZUEST|TERFA

4.1.3 Cambio de variable

El comando SUBST permite realizar auténticos cambios de variable.

Actividad 4.6 Por ejemplo, supongamos que tememos la ecuacidn bicua-
drada

t—2243=0

y queremos realizar el cambio x> = t. Esto se puede hacer con SUBST.
Procede como sigue:

1. Carga en la pila x* — 22 +3 = 0.

2. Carga en la pila x* =t y ejecuta SUBST,

FAD #%Z2 HEx €= '&'

LHOHE >

+ 4_,.2

1: KR g=0
' |

SOLVE|SUESTITERFA

obtendrads
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HEZ>

E'I'E HER L= '#°

=
EE EN EEN EN ==

£l
=
2
1

SOLNE|EUEXT|TERFH

pulsa EVAL y resulta

4
T -T+3=4§

OHEZ:

D ®¥Z HEW L= '&'

L DTINE ¥ k-

T -T+3=d

Actividad 4.7 Realiza el cambio de wvariable sinx = t en la expresion
(sin(z))? + cos(z) = z.
Sol. Debes obtener

TE

+COS[ASIMCTYI=ASIM(T)

4.1.4 Cambio de variable en integrales definidas

Supongamos que queremos calcular la integral definida

3 VE
I—/)e da.
1

Realizamos el cambio

de donde resulta

1

Nz

Ve =t

= dxr =2\/zdt.
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Los nuevos lfmites de integracién son

(1) = 1,
t3) = V3,

por lo tanto

3 ev® V3 t V3 V3
I = . \/de:/l 26dt:2[6]1 :2(6 —e).

Es bastante sorprendente'” que el comando SUBST permita realizar el cam-
bio de variable en integrales definidas.

10

Actividad 4.8 Vamos a realizar el cambio de variable \/x =t en la integral

I /3eﬁd
= X.
1 VT

1. Accede al editor de ecuaciones y escribe la integral

3 VT
e—d,x.

L VR

Pulsa ENTER para cargarla en la pila.

2. Carga el cambio de variable \/x =t en la pila

Y2 HEW L= 'W°
by

a3
=X
s
x

mzS

E: ah A

y ejecuta el comando SUBST, debes obtener

FRD BYZ HER L= 'H°

SOLVE|ZUEZT|ITERFA

10 Al menos a mi me ha sorprendido.
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observa que se ha realizado correctamente el cambio de variable.

3. Para calcular el valor de la integral, pulsa EVAL, obtendrds

FRD BYZ HER L= 'H°
HEZ

L DTINE Y

Actividad 4.9 Resuelve manualmente la integral

3
1
/ Inz
1 X

realizando el cambio de variable Inxz = t.
Sol. % (In3)* = 0.60347

Actividad 4.10 Usando el comando SUBST, realiza el cambio de variable
Inz =1t en la integral ;
hl—xda:
1z
Calcula el valor exacto y una evaluacion decimal con 5 decimales.
Sol. Después del cambio, debes obtener

FAD WYZ HEW €= '&H*
nHOHES

=H
-
1:

SOLNEEUEXTITERFH

“LH[S]
TdT
LFH(1)

4.2 El comando |

Otra forma de realizar sustituciones es el comando |. Puedes acceder al
comando | directamente desde el teclado pulsando " [TOOL].

CUSTOMEND | | é
dll

RCL CUT  PREVEASTE
| )
-

El comando | es menos potente que SUBST, no admite sustituciones im-
plicitas del tipo, por ejemplo, 22 = t.
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4.2.1 Sustitucion en el editor de ecuaciones

Actividad 4.11 Queremos sustituir el valor © = 3 en la expresion

sin(x) + cos(x)
tan(z)

1. Escribe la expresion en la pila'!

FAD HYZ2 HEW €= "X

EHUHE

~ =

=H

=H

1: SIHRI+COS0A]
TAMIA)

2. Pulsa [¥] para cargar la ecuacion en el editor de ecuaciones.

STHCEI+COS0H )

3. Pulsa 7 [TOOL] para entrar el comando |.

STHCEIHCOSR)
TAMC)

4. Escribe x = 3.

11Gi o deseas, puedes escribirla directamente en el editor de ecuaciones, pero es mas
réapido en la pila.
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STHCHCOS0H)
TAMC)

m=0

5. Selecciona toda la expresion.

STHCE HCOS)

TAMCK)

6. Y ejecuta EVAL, obtendrds

SIHC2+
THH(E)

7. Si pulsas ENTER, el resultado se carga en la pila.

FAD WY2 HEX €= '¥°

THIHEX

s

=

e

1: SIM2+COS(2)
TAHH(Z]

SOLYVE|ZUEZT|TERFA

Actividad 4.12 Sustituye x = 2 en la expresion

VE +In(a)

tan(z)

Calcula una aprorimacion decimal.

Sol. —0.96445



Francisco Palacios Recursos algebraicos. 44

Actividad 4.13 Queremos calcular la integral definida

3
/ 22 Inzdx.
1

1. Carga la expresion x> Inx en la pila.

Procede como sigue.

2. Accede al meni [CALC]

|
Il =

y ejecuta el comando INTVX

EAD #YZ2 HEW C= '&'
nHOHE>

Lol CA LN OO

HE-LH[H]

DERIVILIHIT] OIFF [areins st hlInTun

obtendras la siguiente funcion primitiva

FRD BYZ HER L= 'H°
LHOHEZ

13 %-HE-LH[HHi w3

3. Para calcular el valor de la integral definida usando la regla de Barrow-
Newton, hay que evaluar la primitiva en los limites de integracion y
restar. Pulsa [V] para cargar la primitiva en el editor de ecuaciones
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LM :H-_'T 2

aprovecha que la tienes seleccionada para copiarla pulsando [COPY].

UPDIRCOPY RCL CUT |

4. Ejecuta el comando | y evalia la primitiva en x = 3

%-HE-LHEHH

ol §

9-}-’.

1

m=0

pulsa ENTER para cargar la expresion en la pila y pulsa EVAL para
evaluarla, obtendrds

FRD BYZ HER L= 'H°
HOXEZ

E-SS-LHEEJ—ES

el

DERIVILINIT| DIFF |GRAFHIDERYS

pulsa nuevamente EVAL, resulta
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EAD HYZ HEW €= 'R

EHUHED

wH

aH

=H

=H

1: FLHIZ)-3
RIVLINIT] DIFF [GRAFHIDERYY

5. Pulsa [EQW] para acceder al editor de ecuaciones y pulsa [PASTE]

RCL CUT PREVPASTE

HARS MTRW

para recuperar la primitiva, obtendrds

6. Repite el procedimiento anterior hasta obtener

1 =]

1.3 =1
= LN+ 5

7. Pulsa [ENTER] y dos veces [EVAL], obtendris

FRD BYZ HER L= 'H°

LHOHEZ

~ =

2t

e LH(Z]-3

1: =1
e

DERIVILINIT| DIFF |GRAFHIDERYS
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8. Finalmente, pulsa [—] para restar los dos valores, resulta
EAD WYZ2 HEW L= '4¥'
LHOHEZ>
o=
=
e
1: -1
'E'-LHIEJ—H—?
DERIVILIMIT| DIFF |GRAFH|DERVH "

pulsando EVAL, se obtiene

Y2 HEW L= 'W°
by

a3
=X
-
x

mzS

21 LHIZ)—26
E

HEITH| CHLC LOLVE] TRIG

pulsando — NUM, resulta la aproximacion numérica.

FRD BYZ HER L= 'H°
LHOHEZ

=T

B. 99562

SOLVE]| TRIG

Actividad 4.14 Calcula manualmente la integral

3
/ 22 Inzdx.
1

La primitiva se calcula por partes.

Actividad 4.15 Calcula la integral

3
/ 22 Inzdx.
1

Escribiéndola directamente en el editor de ecuaciones y usando EVAL.



