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1 Introduccion

1.1 Puntos criticos

Supongamos que deseamos determinar los extremos relativos de una funcién
de dos variables f(x,y) con derivadas parciales continuas hasta orden 2. En
tal caso, los posibles extremos se producen en los llamados puntos criticos,
que son puntos que anulan simultdaneamente las derivadas parciales primeras
de f(z,y). Es decir, (z,y) es un punto critico si es solucién del sistema

{ fa(z,y) =0,
fy(@,y) =0.

Si tenemos en cuenta que el gradiente de f es el vector
Vi, y) = (f2(z,9), f(2,9)),

obtenemos que (z,y) es un punto critico de f si anula su vector gradiente

Vf(z,y) = 0.
Ejemplo 1.1 Puntos criticos de la funcidn

fz,y) =4+ 23 +9° — 3y,
Calculamos las derivadas parciales
fulz,y) =32° =3y, fyla,y) = 3y* - 3a.

Los puntos criticos de f son las soluciones del sistema de ecuaciones

322 -3y =0,
3y — 32 =0.

Se trata de un sistema no lineal. Eliminamos el factor 3 en ambas ecuaciones
y despejamos la incégnita y en la primera ecuacion

y = a?,
y? —x=0.

Sustituimos en la segunda ecuacién y resulta
- —x=0.

Factorizamos el polinomio

y obtenemos
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Teniendo en cuenta la ecuacién

resultan los puntos criticos
P, =(0,0), P =(1,1). O

Actividad 1.1 Calcula manualmente los puntos criticos de la funcion
fla,y) =20 +y* —axy = Ty.

(Sol. P=(1,4))

1.2 Matriz Hessiana

Consideremos las derivadas parciales segundas de f(z,y)
2 82

D11f<x7y):a_2f(m7y)7 D12f(x7y):mf(x7y)7

ox

2

2
Do f(wy) = 5o fe). Daafley) = 55 f@n).

La matriz Hessiana de f(x,y) es la matriz de derivadas segundas de f

_( Duf(z,y) Diaf(z,y)
Hw,y) = < Doy f(z,y) D22 f(z,y) )

La primera fila de H(z,y) contiene las derivadas parciales de f., la segunda
fila contiene las derivadas parciales de f?’J.

Ejemplo 1.2 Matriz Hessiana de f(x,y) = 22 + zy + xev.
Las derivadas parciales primeras son
folwy) =20+y+e¥,  fi(x,y) =z +xe’

Derivando f], resulta

9 d
Dllf(x’y):%f:;:2v D12f(w7y):a_yf:;:1+6y

Derivamos fy,
o . y 9 . y
Doy f(,y) Z%fyzl*Fe ;. Daaf(x,y) :8—yfy=l’€ :

La matriz hessiana de f(x,y) es

2 1+eY
H(z,y) = ( 1+¢eY ze¥ >
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1.3 Clasificacién de puntos criticos

Apoyédndonos en la matriz Hessiana podemos determinar el comportamiento
de la funcién f(z,y) en un punto critico P. = (z¢, yc)-

e Si D11 f(xe,ye) > 0y det [H(ze, ye)] > 0, entonces f tiene un minimo
relativo en (T, Ye)-

e Si D11 f(ze,ye) <0y det [H(xc,ye)] > 0, entonces f tiene un mdximo
relativo en (Z¢, Ye)-

e Sidet [H(x.,y.)] # 0y no estamos en ninguno de los casos precedentes,
entonces f tiene un punto de silla en (z¢,yec).

e Sidet [H(z¢,yc)] = 0, esto es, cuando la matriz Hessiana H(x.,y.) es
singular, el criterio no decide.

Ejemplo 1.3 Matriz Hessiana y clasificacion de puntos criticos.
Consideremos nuevamente la funcién
fz,y) =4+ 23 +y° — 3ay.
En el ejemplo anterior hemos calculado las derivadas parciales primeras
folw,y) =32 =3y, fy(x,y) =3y - 3x.

A partir de ellas, se obtiene la matriz Hessiana

6x —3
También hemos visto en el ejemplo anterior que los puntos criticos de f son
P, =(0,0)y P,=(1,1).

e En P, = (0,0) obtenemos
0 -3
moa=( % 7).

det [H(Oa 0)] =-9 7& 0, Dn f(07 0) =0,

resulta que f tiene un punto de silla en (0, 0).

Como es

e En el punto critico (1, 1), resulta

6 -3
de donde obtenemos

an(l, 1) =6>0, det [H(l, 1)] =27 > 0.

Por lo tanto, f tiene un minimo relativo en (1,1). O
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2 Resolucion con la calculadora

2.1 Calculo de Puntos criticos

En principio, si sélo estamos interesado en los puntos criticos, podemos usar
los comandos

e DERIV, que permite calcular las derivadas parciales.
e SOLVE, que permite resolver sistemas de ecuaciones.
Consideremos la funcién
flz,y) =4+ 23 + 43 — 3zy.

Actividad 2.1 En esta actividad, vamos a calcular el gradiente de f. Re-
aliza los siguientes pasos:

1. Fija el modo exacto R=.

2. Carga en la pila la expresién 4 + 23 + 3> — 32y seguida de un vector
con las variables® [z, ).

Y2 HE: E= '3’
by

A
= =X
=
x

mZ=z

q T
: [ ]

3. Ejecuta el comando DERIV, lo encontrards en [CALC][DERIV]. Como
resultado obtendrés el gradiente de f

Vf(:E?y) = (f;t(:B?y)a fg,;(xay)) = (31'2 — 3y, 3y2 - 3$) .

Actividad 2.2 Una vez obtenido el gradiente, vamos a usar el comando
SOLVE para determinar los puntos criticos. Realiza los siguientes pasos:

1. Como resultado de la actividad anterior, debes tener el gradiente de f
en el Nivel 1 de la pila. Carga nuevamente en la pila un vector con las
variables [z, y]

'Si construyes el vector [z,%] en la pila, recuerda que debes poner las variables entre
comillas simples, en caso contrario, se produce un error. Si usas el editor de matrices para
construir el vector, entonces no es necasario que uses las comillas simples.
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FAD #YZ HEW K= 'R’
HOHES

[S-HE—H’-E E-TE—E-H-
L ]

i 2
=
-
1

UEL |DEREIVIDERY

2. Ejecuta el comando SOLVE. Puedes encontrar este comando en [S.SLV]?,
o bien en la segunda pagina de [ALG]?. Como resultado obtendras una
lista® con los puntos criticos de f.

Y2 HE: E= '3’
by

A
= =X
=
x

mZ=z

1K=l Y=R][K=1 Y=11

Actividad 2.3 Calcula los puntos criticos de la funcion
fl@y) =20 +y° —ay — Ty
usando DERIV y SOLVE. (Sol. (1,4))
Actividad 2.4 Calcula los puntos criticos de la funcion
f(x,y) = 22% +y* + 8z — 6y + 20
usando DERIV y SOLVE. (Sol. (—2,3))

2.2 Determinacion de extremos

La forma mads eficaz de obtener los extremos es usar el comando HESS, que
calcula el gradiente y la matriz Hessiana, también proporciona un vector
con las variables, de modo que se facilita el uso de comando SOLVE.

Actividad 2.5 En esta actividad, vamos a determinar los extremos de la
funcion

fla,y) =4+a° +y° - 3uy,
usando los comando HESS, SOLVE y SUBST. Realiza los siguientes pasos:

*Tecla 9[7].
3Tecla r'[4].
4Podemos ejecutar EVAL para romper la lista.



Francisco Palacios Extremos de funciones de 2 variables . 6

1. Carga en la pila la expresién de la funcién seguida de un vector con
las variables.

EAD #Y2 HEX E= '3
HOHE
d:
: 3,5

' AT+ T =Sy
1 [ ']
E ECL |FURGE|CLERF

2. Ejecuta el comando HESS, lo encontraras en [CALC][DERIV]. Como
resultado se obtienen tres objetos

BHES
: S =3 ]
=3 2]

[S-HE—H’-S E-H’E—H-E-
: [ 4]

m' mmmm‘;ﬂnﬂﬁ

- [l LI
= ACLn h= ]

-
=

— [a o=

e En el Nivel 3 obtendras la matriz Hessiana,
e en el Nivel 2, obtendrés el gradiente,

e en el Nivel 1, obtendrds un vector con las variables.

3. Ejecuta SOLVE, obtendrés una lista con los puntos criticos

Y2 HE: E= '3’
by

F2n =3 ]

i

—3 .
= d[x=H Y=B8][K=1 Y=11;

Observamos que los puntos criticos son (0,0) y (1,1).

4. Ahora tienes substituir los puntos criticos en el la matriz Hessiana para
realizar la clasificaciéon. Ejecuta el comando SUBST, que se encuentra
en la segunda pagina de [ALG]
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nrc HEX E= '3d'
Ed

EE EN EN uHE =

TR A Ly

El resultado es un lista que contiene la matriz Hessiana evaluada en

SOLMEISUESTITE

22

-3
32

{

los puntos criticos.

5. Pulsa EVAL para romper la lista.

el =3
—3 Sl

1
K
]

[t
= =X

1]
HiO

a2 HEX E= '3’
EX

Observa que en las matrices Hessianas las operaciones aparecen indica-
das. Es decir, se ha realizada la substituciéon pero no se han efectuado
operaciones. La forma ma&s sencilla de forzar la evaluacién es ejecutar

el comando® —NUM.

]

Fi
iH

nrZ HEX E= '3’
HEZ>

1
)

5
=
1

CES|[OPER]

SOLNE[ZUEXTITE

B.BHEE —3. BEHE]

-3, 0@

P ; ; . . .
?Selecciona el modo Fix 4, para que los nimeros decimales aparezcan con 4 decimales.

=l 6]

_3'
=RelEl

BE 6. BEEE |

La matriz hessiana en el nivel 1 de la pila corresponde al dltimo punto
critico, esto es, (1,1). Vemos que Di1f(1,1) = 6 > 0. Para calcular
det [H(1,1)] puedes ejecutar el comando DET, que estd en [MATRI-
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nrc HEX E= '3d'
Ed

LI L L
=1

T2l -3 ]
=3 S
27« HHEH

LT A it

CNEN | Conh

Como
Dllf(l, 1) =6>0, det [H(l, 1)] > 0,

concluimos que f tiene un minimo relativo en (1,1).

7. Finalmente, para calcular el valor del minimo tienes que evaluar la
funcién en el punto critico P = (1,1). Una forma de hacerlo es cargar
la expresién de f(z,y) en la pila seguida de un vector de la formaS [z =
1,y = 1] y usar el comando SUBST, seguido de EVAL o —NUM.

4 “ 1 -2 z2a6l]
oF 27 . BAAA
o 2 .3

1

1
>
I
—
=
I

Como resultado, obtendras fuin = f(1,1) = 3.
Actividad 2.6 Repite le proceso indicado para el punto critico (0,0).
Actividad 2.7 Determina y clasifica los puntos criticos de la funcion
fla,y) = 20% +y* —ay - Ty.

(Sol. La funcién tiene un minimo en (1,4). fmin = —14.)

3 Recursos graficos

3.1 Representacion de superficies

Los tipos de gréfico Fast3D y Ps-contour pueden ser ttiles para visualizar
el comportamiento de una funcién f(x,y) en las proximidades de un punto
critico. Tomemos como ejemplo la funcién

flzy) =4+2°+y* —3ay

SPuede ser una buena idea guardar los puntos criticos en la forma [x = zo,y = yo] una
variable para evitar volver a escribirlos a la hora de hacer sustituciones.
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que, como se ha visto anteriormente, tiene puntos criticos P, = (0,0) y
P, = (1,1). En primer lugar, vamos a representar la superficie z = f(z,y)
en un entorno del punto critico P, = (0, 0).
Actividad 3.1 Representacion de superficies con Fast3D.
En esta actividad, vamos a representar la superficie

z=44 2%+ 3 - 3ay

en un entorno del punto critico P, = (0,0). Realiza los siguientes pasos:

1. Accede al formulario Plot Setup y selecciona el tipo de gréfico Fast3D.

FLOT ZETUF
Typ: [T s :Fad
EQ

L
: 240K 4

Indep:'4’ Depnd: "Y'

Chaoze typd of plot
L cHoes] | [ERAZEI DRAN

2. Accede al formulario Plot Window, y fija los intervalos de representa-
cién con los valores x € [—1,1], y € [-1,1], z € [-1, §]

e LT MIRDOM - FPAST2D Seomss
d-Llaft:-1 0008 H-Raight:i g040g
v-near :EWNE Y-Far: 1.0000
Z=LoH: =1.0000 Z=-High: Z.0000
ftep Indep:1id. Depnd: 2.

Entdr HainivHuH Y uigH=-ualudHg uagl

104, 1=+

ERAZE] DEAH
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4. Finalmente, pulsa [ERASE] [DRAW] y obtendrés.

Observa que, efectivamente, la funcién presenta una estructura de pun-
to de silla en las proximidades de (0,0).

3.2 Curvas de nivel

Actividad 3.2 Representacion de curvas de nivel con Ps-contour.

En esta actividad, vamos a obtener un mapa de las curvas de nivel de la
funcién
fla,y) =4+2° +4° — 3uy

en las proximidades del punto critico P; = (0,0), realiza los siguientes pasos:

1. Accede a Plot Window y selecciona el tipo de gréfico Ps-contour.

FLOT ZETUF
Typ o Rad

Q:
Eg: 2104,

Indgp:'d’ Depnd: "Y'

Chaoosg type of plot

2. Pulsa ERASE, DRAW y obtendrés el grafico

—— -
:::Eiééééﬁffiii
o, T e e ™ e o — "
Sy Ty ey e e ™ T e — T —"
-\'.-:.\'-: -\'-:-\'-\. __\_4__\_-;_\_' i'-- .I-'F'a-"-..t-"-:-"- :-F-i-.-'-
Ry 1
SEERERNITTYEYY
hhhhhhhﬂh.éfrsJ

Actividad 3.3 Identificacion grifica de extremo relativo usando las curvas
de nivel.
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Si intentas dibujar la superficie z = f(z,y) en las proximidades de P» = (1, 1)
con un gréfico del tipo Fast3D verds que no es posible obtener un buen
resultado. Puedes inspeccionar el mapa de curvas de nivel mediante un
grifico del tipo Ps-contour.

1. Para ello ajusta los pardmetros de representacién como sigue

FLOT HINDOH - FE-CONTOUR

d-Lert:[(NNNI %-Fiaht:3.0000
¥Y=Ngar:d. 0000 Y=Far: Z2.0000

Step Indep:15. bepnd:15.

Entar HiniHUH ¥ WigH-us LUHE ual

de esa forma obtendréds el mapa de curvas de nivel para la regién
x € [0,3], y € [0, 3] que contiene el punto de interés.

2. Ejecuta ERASE, DRAW y obtendras

_—_4—_4—_—_————————_'—\.'\—\.'\-\.'\'-.\.
— T —— e, e, T "
g 53 34 e 5, 5/t TRl Piegf 0 0
.—-.—-a—-.—-.-———--——-—.-‘-:"-._ ™,
B e 'a

S e OO ik M I I
e e '£ EJE o
SEITER T i
- -!'-I'd--—-':-'::':-'i-':-'i-': Ao
e T e R R P e Ml -t R O 3
Mol 9533 10000

En el gréfico puedes apreciar que en el entorno del punto critico P, =
(1,1), las curvas de nivel presentan la estructura tipica de un extremo
relativo. Obviamente, a partir de grafico no podemos decidir si se
trata de un maximo o un minimo

Actividad 3.4 Representa la funcion
fla,y) = 22" +y* —axy — Ty

usando un grdfico Fast3D en las proximidades del punto critico (1,4), puedes
tomar por ejemplo x € [0,2], y € [3,5]. Calcula el valor de f(1,4) para
determinar un intervalo adecuado de z.

Actividad 3.5 Representa la funcion
flay) = 22" +y* —axy — Ty

usando un grifico Ps-contour en las proximidades del punto critico (1,4).
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Actividad 3.6 Halla los extremos locales de la funcion
f(z,y) = 2® — 2zy + 2y? — 3z + 5y

Dibuja un grifico de las curvas de nivel en las proximidades de los puntos
criticos. (Sol. Punto critico (1/2,—1), es un minimo. fumin = —13/4)

Actividad 3.7 Halla los extremos locales de la funcion

1 1
flay) =zy+—+ -

x Yy
Dibuja un grifico de las curvas de nivel en las proximidades de los puntos
criticos, ten en cuenta que la funcion es discontinua sobre los ejes. (Sol.
Punto critico (1,1), es un minimo. fupin = 1)



